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AVANT PROPOS 


Chers élèves de la 7°"° AS, 


Nous sommes heureux de mettre à votre disposition cette nouvelle 
collection, "ES-SEBIL au bac", qui constituera, nous l'espérons, un réel 
cheminement au succès. 


A travers cette collection, le Département cherche, à court terme, à 
améliorer l'enseignement/apprentissage afin d'avoir, de manière concrète, un 
impact positif sur le niveau des apprenants. 


Cette collection touche le programme en vigueur dans toutes ses 
dimensions aussi bien théoriques que pratiques: rappels de cours, exercices 
corrigés et exercices d’entrainement. Elle couvre toutes les disciplines de bases, 
toutes séries confondues: sciences de la nature (SN), mathématiques (M) et lettres 
(LM et LO). 


Permettez-nous, ici, d'exprimer nos sincères remerciements à nos frères 
inspecteurs pour leurs efforts vivement louables et sincèrement reconnus. 


Nous vous souhaitons, chers candidats au bac, plein succès et réussite et 
prions qu'Allah, le Tout-Puissant, vous aide à en tirer profit. 


ll cf dt le y 


L’Inspecteur Général 
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I. RESUME DE COURS 


I. Primitives 
1. Définition 
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 


On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I telle que F'=f 
sur Í, 


e Fest dérivable sur I, ——— 
> |F est une primitive de f sur I 
e F'=f sur I. 


2. Propriétés 
1) Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I. 
2) Soit F une primitive de f sur un intervalle I ; alors : 
* Pour tout réel k, la fonction G=F+k est aussi une primitive de f sur I. 


** Toute primitive de f sur I est de ce type. 


3) Etant donné un réel X, de I et un réel quelconque Y,, il existe une unique 
primitive F de f sur I telle que F(x,)=y,. Autrement dit, Une seule des 


courbes passe par un point donné MY): 


4) Toute primitive F de f sur un intervalle I est continue sur I. 
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3. Tableau des primitives usuelles. 


Fonction f Primitives de f Commentaire 
xea, a réel constant | x ax+k Sur I=R 
x} ax"; nz+-1 entier id SurR,sineN 
xe x +k 
relatif n+l 
Sur R? ou R:, 
si n< -2. 
1 -1 Sur R’ et R’ 
xez x} — +k i 
X xX 
1 * 
+ xH 2x +k Sur R? 
Vx 
1 
XH cos(ax+b), a 0 RE ik Sur R 
a 
i —1 
xH sin(ax+b), a#0 us Sur R 
a 
XH cos x xe sinx+k Sur R 
x} sinx xH} =cosx+k Sur R 


xH 1+tan? x= 


cos? x 


x} tanx+k 
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4. Opérations sur les primitives : 


Soient u et v des fonctions dérivables de dérivées continues sur un intervalle 


sur I. 


Fonction f 


Une primitive de f 


au', a réel au 
u'+v' u+v 
u'u"; nzx-1l L agi 
n+1 
u' = 
u’ u 
u' 2/u 
Vu 
v'x(u'ov) uov 
u' In |u| 
u 
u'xe" e" 


II — Intégrale 


1. Définition et propriétés 
1) Définition 


Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b des réels de I. On 


appelle Intégrale de a à b de f le nombre réel noté fr (t)dt et défini par 


F(b)-F(a) où F est une primitive quelconque de f sur I. 


f est continue, de primitive F sur un intervalle I, et a,b e I 
y 


[rat = f fœ dx = 4 f(u)du =.…=[F(0] = Fœ) - F(a) 
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2. Propriétés 


2.1) Propriétés algébriques immédiates 


[ “FAX =0 
f tœax=-f FAX 


f "fCOdx+ Frpax = f fax ; (Relation de Chasles). 


2.2) Linéarité de l'intégrale 


f "MGDdx =A f "fx; LelR 


f i EG) +g()ax = | ”f@)dx +Í : g(x)dx 


2.3) Positivité de l'intégrale 
e f est continue sur [a,b], b 

> f f(x)dx > 0 
e f est positive sur [a,b]. a 
e f et g sont continues sur [a,b], 


ef <g sur [a,b]. 


b b 
j= fœdx< f g(x)dx 
2.4) Inégalité de la moyenne 
e f est continue sur [a,b], 7 

=>|m(b-a)< f f(t)dt < M(b -a) 
em<f(x)<M sur [a,b]. a 
2.5) Parité, périodicité et intégration 


e f est continue sur |-a,a], a 7 
= f fdt=2ùf f(t)dt 
e f est paire. = L 
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e f est continue sur [-a,a], a 
>|f f©dt=0 
ef est impaire. = 
e f est continue sur R, a+T T 
ue Bp >|f roat= | fdt 
e f est périodique de période T. à 0 


3. Valeur moyenne d'une fonction f sur un segment Ja, b 


e f est continue sur [a,b], - = 

"i le nombre réel u est appelé 
ea<b, 
valeur moyenne de f sur [a,b] 


1 b 
e u = — | f(t)dt. 
n=- f tO 


e f est continue sur [a,b], 


il existe c € [a,b ]tel que 
ea<b. ) 


1 b 
fO=u= n Í  fOdt 


4. Intégration par parties 


i u(x)v '(x)dx = uov - ['u'Gvepdx 


En abrégé : [uv =uv-[uv 


5. Intégration par changement de variable 


f f feaxg'odx= | w f(t)dt 


Disposition pratique de calcul : 
En posant t= g(x), on obtient : 


x=a—t=g(a) 


x=bæt=gqyiet STE GX 
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6. Calcul d’aire 


Soit P un plan muni d'un repère orthogonal (O;i, j). Soient I, J et K les 
points définis par 
Ol=i, OJ=j, OK=i+j. 


On appelle unité d'aire (notée en abrégé 
u.a.) l'aire du rectangle construit à partir 
des points OIJK. 


Aire(rectangle OIKJ) =}i]x|j|= 1 ua 


Théorème 


Soit f une fonction continue et positive sur Ru 
le segment [a, b] avec a<b . L'aire, 
exprimée en u.a., du domaine D délimité 
par la courbe de f, l'axe des abscisses et 
les deux droites verticales d'équations 


x=a et x=b est calculée par F f(t)dt. 


Remarques 

1) Le domaine en question peut être décrit comme l'ensemble des points 
| a<x<b 

M(x,y) tels que: t srai « 


2) Soit f une fonction continue et négative sur le segment [a, b]. 
L'aire, exprimée en u.a., du domaine D délimité par la courbe C> l'axe des 


abscisses et les deux droites verticales d'équations x =a et x =b est égale à 
b 
A= -Í f(x)dx x u.a. 


3) Soient f et g deux fonctions continues et définies sur un segment [a, b]. On 
suppose que f > g sur [a, b]. L'aire A du domaine D délimité par les courbes 


C.C , et les deux droites verticales d'équations x =a et x =b est donnée, en 
g 


ua,par: A= i (f(x) — g(x))dx x u.a. 
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IL. QUESTIONNAIRES Æ CHOIX MULTIPLE 


QCM 1 


Choisir la bonne réponse : 


1 Une primitive de la fonction x> 3x°+2x+5 sur R est 
Réponse A 3 
xez xÍ +x +5x 
Réponse B 1 
d X7 X +2x" +x 
Réponse C xex +x +5x+8 
Réponse D xe x +x -5x +k 
2 Une primitive de la fonction x> 6xcos(3x*) sur R est 
Réponse A xH 6xsin(3x°) 
Réponse B xHsin(3x°) 
Réponse C xH 3x sin(3x°) 
Réponse D xH 3x sin(x°) 
3 Une primitive de la fonction x 3x(3x° +1)” sur R est 
Réponse A 1 1 
xX x (3x° +D” 
2 2021 
Réponse B 1 1 
xex (3x° +1)" 
3 2021 
Réponse C 3 1 
XH=X (3x° +1) 
2 2021 
Réponse D 3 1 
xe >x x (3x° +1 
2 2021 
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4 Une primitive de la fonction x+-sinxcosx sur R est 


Réponse A XH>-cosxsinx 
Réponse B 1 , 
x- cos“ x 
2 
Réponse C 3 
xe- sin“ x 
Réponse D E 


5 T 
Une primitive de la fonction X tan’ x sur le H est 
Réponse A 1, ; 
x>- tan` x 
3 
Réponse B xe l+tan’ x 
Réponse C XHx+tanx 
Réponse D XH-x+tanx 
6 Une primitive de la fonction X> Vx+1 sur ]0;+c0| est 
Réponse A 2 
R PONS 
Réponse B 1 
XD — m 
2Vx+1 
Réponse C 3 
xe on 1 
Réponse D 3 
Aa GONE 
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QCM 2 
Choisir la bonne réponse : 
1 z 
Soit I= fa Ging"at. Alors : 
2 
Réponse A 0<I<1 
Réponse B -1 <I<0 
Réponse C I=0 
Réponse D AA 
12 
2 La valeur moyenne de la fonction f(x) = cosx sur l’intervalle 
ls [zz est égale à : 
6 3 
Réponse A 5 | 
67 
Réponse B 1- V3 
37 
Réponse C 3(V3 -1) 
T 
Réponse D V3 +1 
37 
3 T 
Pour tout ne N* on pose U, = T (sint)" dt. Alors la suite (U, est : 
Réponse A croissante 
Réponse B décroissante 
Réponse C non monotone 
Réponse D divergente 
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x Pour tout réel x on pose F(x) = p 41+t/dt. Alors la fonction F est : 
Réponse A positive sur 
Réponse B croissante sur 
Réponse C décroissante sur 
Réponse D paire 
5 1 t 
Pour tout entier naturel n on pose U, = [, ra . Alors on a : 
+ 
Réponse A 1 
i Un + U, = 
2n +1 
Réponse B 1 
: Ups + U, R a 
n+1 
Réponse C 1 
p U, + U, = 
2n+2 
Réponse D 1 
D: n E 2 
n+3 
6 Soit f et g deux fonctions dérivables sur R . On a toujours : 
Réponse A 1 sf" À 
f f(t)xg(t)dt = Í (tx f g(t)dt 
A 1 1 1 
Réponse B LEO +etpat= (rat + f goat 
Ré C l 
iii Ou [roat 
° g(t) 
[etat 
Réponse D 1 1 
Í fdt = f, f(t)dt 
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Sur un intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes: 


72 


f (x = 5x? + -2_ 5 +3 
Ke9) ak x 


1 =W + 3 +41 
X 


2 


£ (x) =—— -7sin 2x 
cos“ x 


Exercice 2 


Sur un intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes: 
7,38 3000 
f(x) =5x (x +1) 


f,(x) = tan" x+ tan"? x 
6x° +4x+4 


os x'(x+2) 


Exercice 3 


Pour chacune des fonctions suivantes, montrer qu’elle admet des primitives 
sur R et en déterminer une. 


f (x) = cos xy4 -sin x 


3sin x 


V8+2cosx ` 


£,(@) = 


Exercice 4 


Soit la fonction f définie par: f(x) = cos xsin x(cos" x + sin” x) 
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1) Déterminer une primitive de f. 


2) Calculer I= [+ (dx . 


Exercice 5 


xX? +3x° +3x —3 
(x+1) 


Soit la fonction f définie par : f(x) = 


1) Déterminer les réels a ; b et c tels que : Yx € D,,f(x) = ax +b + 7 T 
X+ 


2) En déduire une primitive de f. 


Exercice 6 


Soit la fonction f définie pour tout xe R par: f(x)=x+4Vx" +1. 


k+v) ke J=ĵ' 1 dx 
x? +1 ? kave Nes 


Calculer f'(x); en déduire I et J. 


1 
On pose I= [ 


Exercice 7 


T T 
L z A 
On pose : I = |? xsin? xdx 5 J = [?xcos xdx ; 


1) Calculer I+J 
2) En utilisant une intégration par parties, calculer I-J , 


3) En déduire I et J. 


Exercice 8 


On pose I = [ x’ (x-1) dx 


1)Déterminer les réels a; b et c tels que : Yx € IR, x° =a(x-—1)? +b(x-1)+c 


2) En déduire I. 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


1) On constate que la fonction f = 5x? + —2— -Š 4+ 3 est la somme de 


3x x 


fonctions continues sur 10; + et de primitives usuelles : 


2 1 
L(=Sx" + x +5x 


En consultant la table des primitives on trouve qu’une primitive de f, sur 


10; +0] est: RO= Žr +Žx2Jx+5x 43x. 
x 


3 
2) Pour f, on peut écrire f, (x) = 2x? +3x °+4x-1. 


On sait qu’une fonction du type x > ax",n # —1 a une primitive du type 


xe x” 


n+i 


Alors une primitive de f, sur ]0;+[ est: 


2 ‘4 3 4,4: 


F, (x)=; x’? + +—x -X 
3 +1 4 2 
2 
453 
Soit F, (x)= 4x? x" +2x° -x 
5 4 
4 
Enfin EG =-x port x, 
5 4x 
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3) En consultant la table des primitives on trouve qu’une primitive de la 


fonction f (x) = L — 7 sin 2x sur LT est : 
3 cos x 2 2 


EF, (x) = tan x + cos 2x. 


Corrigé 2 


Dans chaque cas, on procède à un changement d’écriture pour faire 
apparaître une forme de primitive usuelle : 


1) £,(x)= 5x" (x° +1)" 
5 7 8 3000 
On a f(x) = = 8x (x +1) 


Il est clair qu’on va utiliser la forme u'u” pour obtenir la primitive 
q p p 


5 
E= g” 3001 


(x° +1)" de f, sur 


2) On a f,(x)=tan""x+tan"? x. 


On peut écrire f, (x)= (1+ tan? x)tan™™ x . 


On sait qu’une fonction du type u'u”, (n #-—1) a une primitive de la forme 
1 
n +1 


n 


2021 


1 
Alors on trouve que la fonction F,(x) = ma est une primitive de f, 


T T 
sur |—-—;+—|. 
Hea 
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6x° +4x+4 


3) On a LOIS TE y 


Pour tout réel strictement positif, on peut procéder à une décomposition 


d’éléments simples en écrivant: 


5x° +x’ +4x+4 


C0 x’(x+2) 


£a) 


x’(x+2) 


5x? 


_ 5x°+(x+2) 


(x+2) 


£a) 


x2 


5 


Enfin, fa) = — + — 
30) (x+2) x 


' 


x’ (x+27 


| . u PETE -1 
On sait qu’une fonction du type — a une primitive de la forme —. 
u u 


6x° +4x+4 
Donc, une primitive de f, (x) = 2e o o 
x (x+2) 
5 1 
F, (x) = -——-— 
a6) X+2 x 


z sur |[0;+00[ est : 


Corrigé 3 


Chacune des fonctions f, et f, est continue sur 


primitives sur 


1) On peut écrire f, (x) = —(—cos x)v4 -sin x 


. Alors elle admet des 
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1 
f,(x) = —-(— cos x)(4 — sin x)? 
On sait qu’une fonction du type u'u”, (n #-—1) a une primitive de la forme 


1 
n+i 


n 


1 La 
Alors on trouve que la fonction F, (x)= -ņ (4-sin x)? est une primitive 


—+1 
2 


de f, sur 


Soit F,(x) = - AC — sin x)V4—sin x 


—2sinx 


x 
2V8+2cosx 


forme a dont la primitive est du type Vu. 
2/u 


2) On peut aussi écrire f,(x) = -3 pour faire apparaître la 


Alors la fonction F,(x)=-3V8+2cosx est une primitive de f, sur 


Corrigé 4 


1) On développe l’expression de f(x) : 

f(x) = cos xsin x(cos” x +sin” x) f(x) = sin x cos” x + cos xsin” x. 
Alors on peut écrire : f(x) = —(— sin x) cos"! x + cos xsin" x 

On sait qu’une fonction du type u'u”, (n #—1) a une primitive de la forme 


1 
n+i 


n 


—1 1 5 ge 
Alors on trouve que la fonction F(x) = DS" x+ pi” x est une primitive 


de f sur 
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2)On a L'rGoax =[FOT 


—1 1 —1 1 
Donc 1=|—cos"° x+—sin"? x |-| — cos” 0+—sin” 0 
12 12 12 12 


Enfin 1=0. 


Corrigé 5 


x°+3x° +3x—3 


La fonction f est définie par: f(x) = 3 
(x+1) 


3 2 3 2 
D'On pete M) Ce e 


(x+1)? j (x+1) 

3 

TAE CD 4 
(x+1) 

3 

f(x) = ee o 4 | 
(x+1) (x+1) 
4 ; ; z 

Donc f(x)=x+1-——— pour tout réel x strictement positif. 


(x +1) 
Donc a=1;b=1;c=-4. 


2) On sait qu’une primitive de x->x+1 sur l'intervalle 10;+co[ est 


1 > 
xex +x 
2 


Une primitive de x > — sur Pintervalle ]0;+[ est x > 


(x+1) x+1° 
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1 4 
On en déduit que la fonction F(x) = 2 rs est une primitive de la 
X+ 


3 2 
fonction f(x) = D sur Pintervalle ]0;+0]. 
(x +1) 


Corrigé 6 


2x 


2Vx° +1 


1)Ona pour tout xeR, f'(x)=1+ 


x+Vx?+1 
vx’ +1 


2 
_ + +1) . , 
DL’intégrale I = Í x peut être transformée sous la forme : 
° 4x’ +1 


koer x? Jx +1 


Donc f'(x)= 


I= (x+vVx?°+1)dx du type I= f F'Dfdx . 


D'où I= E „Alors  1= ESAS 1) | 


0 


1 


0 


== (142) -207 


. Enfin 


ee I=1:?2, 


1 1 
L'intégrale J = dx peut être transformée sous la 
enr +1 \/x? +1 


forme : 
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s=[ x+Vx? Jx +1 1 dx 
yx’ +1 Gen) 

’ _rfo 

d’où J= pro ss Lo 


[a] 
ET 


x+Vx? +1 |, 
—1 
J=——+1 
1+V2 
Enfin J = 2 à 
1+2 
Corrigé 7 


1) 1+J = |? (xsin? x+ x cos? x)dx 


1+J = fè x(sin? x + cos? x)dx 
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2 


I+3=T . 

8 
2) On a I-J = |? (xsin? x- xcos? x)dx 
I-J= F x(sin? x — cos? x)dx 


I-J = [2 (—x cos 2x)dx 
On utilise une intégration par parties : 


u(x) =-x 
On pose : 
v'(x) = cos 2x 


u'(x) = -1 
Alors : 


1 
v(x) = —sin 2x 
a) 3 
Comme f uv'=uv-f u'y 


1 3 1 
I-J =| -xx>sin 2x - |? (> sin 2x)dx 
2 , 52 


Les 
its, (sin 2x)dx 


eee ll 
4 4 
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On résout le système : 


p n? 1 T’ +8 
Par addition : 21 =— +- > I= 
8 2 16 


2 2 
1 —8 

Par soustraction : 2J = LE = J= 2 . 

8 2 16 


Corrigé 8 


1) On peut écrire pour tout réel x : 

x’ =((x—1)+1) =(x-1)*+2(x—-1)+1 . Donc a=1;b=2;c=1 

2) On remplace x°=((x—1)+1) =(x-1)*+2(x-1)+1 dans Pintégrale 
I= Fe —1)"* dx par son écriture trouvée dans 1) : 


is f (6-0 +2(x—1)+1)( -1)”dx 


On développe I = f («x _ 1) + 2(x — 12” + (x z p”? ) dé 
Comme la dérivée de (x—1) est 1, les termes à intégrer sont tous du type 


u'u” de primitive i 


u 
n+1 


1 
I = 1 (x-1) + 2 (x-1)"* + 1 (x-1)"* 
2025 2024 2023 ÿ 


1 2 1 
2025 2024 2023` 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


Sur un intervalle précisé, calculer une primitive de chacune des fonctions 
suivantes : 


1 1 
Éd 


Jx 3x 2 
f,(x) = 9x (2x° +1) 
f = 5x 3x +1 
LG) = 7x 3x +1 


f(x) = tan? x+ tan‘ x 


Exercice 2 


Calculer une primitive des fonctions suivantes sur l’intervalle 10; +| : 


f(x) = 5SxVx+1 


x°+3x° +3x+5 


£, (x) = 

? Vx+1 
3x? —-6x+9 

f, (x) = 


2x’ (x-3) 


Exercice 3 


z xsin xcosx- sin’ x 
dx 


ud 3 


On se propose de calculer l’intégrale I = Í 
a x 


1) Calculer la dérivée de la fonction u(x) = Po, 
X 
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xsin X COS x — sin? x 
x° 


2) En déduire une primitive de la fonction f(x) = 


3) Calculer l'intégrale I. 


Exercice 4 


On se propose de calculer l’intégrale I = [' xcosxdx par deux méthodes : 


1) On considère la fonction suivante : f(x) = xcosx définie sur R. 


a) Calculer la dérivée de la fonction u(x) = xsin x. 


b) En déduire une primitive de f. 
c) Calculer l’intégrale I = i xcosxdx. 
2) Calculer l'intégrale I = [' xcosxdx en utilisant une intégration par 


parties. 


3) Comparer les résultats. 


Exercice 5 


T 
On considère l’intégrale I = f sin” x cos’ xdx. 
1) Donner l’expression linéaire de sin?’ xcos° x. 


2) Calculer l’intégrale I = a sin” x cos’ xdx. 


Exercice 6 


-1 
Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = m et g(x) = —. 
x+1 x+1 


1) Etudier les variations de f et g et tracer leurs courbes respectives C et 
C’ dans un repère orthonormé(O:i, j). 
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2) Calculer l’aire du domaine plan limité par C, C’ et les droites 
d’équations x=-3; x=-2. 


Exercice 7 


1 t'dt 
01+t? 


Pour tout entier naturel n on pose : U, =[ 


1) Prouver que l'écriture précédente définit bien une suite numérique (U, ). 
2) Montrer que la suite (U,) est décroissante et positive. En déduire 
qu'elle est convergente. 


3) Montrer que : lim U, = 0. 


n—0 


Exercice 8 (Traduit) 


xt xt 


O I, = dx ;n>0 da [ = dx 
n pose LT n (= = 


1) En utilisant une intégration par et 


parties, montrer que pour tout n2>1,| JS oj cl ái jai alé aliii (1 
(2n+1)I, =V2-2n1.. :0Ë n>1 


2) Calculer I, (2n+1)I, = V2- 2nl 


| 
3) En déduire I, et L,. JL, est (2 


-L 51 ei (3 
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I. RESUME DE COURS 


1. Définition et résultats de base 


1 
1) On appelle logarithme népérien, noté In, la primitive de la fonction x} — 
X 


sur 10:;+c4 s’annulant pour x = 1. 


On en déduit alors que pour tout réel strictement positif x, Inx = fiat , 


2) In()=0 


3) Ine=1}; e= 2,718... 


4) Le signe de la fonction In : 


mx<0&0<x<1 Le signe de Inx est le 


A même que celui de 
x-1 pour tout x>0 


hmx>0S&x>1 


5) Pour tous réels a et b de ]0;+0[ ,on a : 


ma=lnb=a=b 


na<nb a <b. 


6) Equation : nx=aex=e 


2. Propriétés algébriques 


Pour tous réels a et b strictement positifs, et pour tout entier relatif p : 
In(ab) =Ina+Inb In(F) =Ina—Inb m) = _Inb 
In(a”)= plna In(Va) = ina In LE =) in al, a, 0 
i=1 i=1 
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3. Limites usuelles 


lim ln x =, lim In x = +% 
x—0t X— +0 
. nx . Inx _ 
lim — =0*, lim —=0* ‚(pour neN) 
x>+0 X X—+0 X 
lim xInx = 07, lim x" Inx = 0 (pour neN) 
x—0* x0* 
In(1 
m et in Ci; 
x>l x-1 x0 X 
4. Dérivée — primitive 
1 "(x 
(inx)'=— tœ = InluG)|= f'o = * @ 
x u(x) 


ETE u' P 
Une primitive de — sur un intervalle I est 1n |u|. 
u 


5. Courbe 
1 D 
f(x) =Inx= f(x) =->0 
x al 
X 0 1 +00 
In' + 
In +00 |. 
La > 
—00 
Asymptote verticale x=0 
Branche parabolique Direction (Ox) 
Tangente en (1,0) y=x-1 
Tangente en (e,1) 1 
Y= x 
e 
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IL. QUESTIONNAIRES Æ CHOIX MULTIPLE 


QCM 1 


Choisir la bonne réponse : 


1 1 
Soit A=21n5+21n(e *)+ Dis . Alors la valeur de A est 
Réponse A 0 
Réponse B 10+41n5 
Réponse C -10 
Réponse D —10+41n5 
2 Le domaine de définition de la fonction f(x) = ln(x? —1) est 
Réponse A ] co; —I] uji; +f 
Ré B e 
éponse LE +d 
Réponse C 0; +0] 
Réponse D JH; 1] 
3 L’équation (x? —9)In(x+ 2) =0 … 
Réponse A admet une unique solution -1 
Réponse B admet deux solutions 
Réponse C admet trois solutions 
Réponse D n’admet pas de solution 
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4 La dérivée de la fonction x > ln(sin x) est 
Réponse A XH -tanx 
Réponse B x> tanx 
Réponse C XH —cotx 
Réponse D XH cotx 
5 Une primitive de la fonction x-Inx sur ]0; +00[ est 
Réponse A xHx(-1+Inx) 
Réponse B 1 
Xh— 
x 
Réponse C XHx+xInx 
Réponse D 1 g 
xe —(Inx) 
2 
6 In(x +1 
Soit f(x) Bae .Ona 
In x 
Réponse A lim f(x) = +0 
X—>+400 
Réponse B lim f(x) = +00 
x—0* 
Réponse C lim f(x) =1 
X—> +00 
Réponse D lim f(x) = 0* 
x—0* 
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QCM 2 


Choisir la bonne réponse 


1 elnx 
Soit I =i — dx. Alors : 
UE y 
Réponse A I=1 
Réponse B I 1 
e 
Réponse C I e 
2 
Réponse D I 1 
2 
2 La dérivée de la fonction f(x) = vln x 
Réponse A 1 
f'(x) = —= 
2vlnx 
Réponse B x 
'a)=—= 
2VIn x 
Réponse C 1 
(= 
xVIn x 
Réponse D 1 
f'a) = — = 
2xVIn x 
3 e i 
Pour tout entier naturel n on pose U, = [ nt)" dt. Alors la suite (U,) 
est : 
Réponse A Croissante 
Réponse B Décroissante 
Réponse C non monotone 
Réponse D Divergente 
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4 2 2x+3 
La valeur de l'intégrale I = Í 3 z x est: 
1x +3x+5 
Réponse A 15 
In(—) 
7 
Réponse B 5 
In(— 
( z) 
Réponse C T 
9 
Réponse D 9 
In(—) 
15 
5 2 t? 
On pose A=f z dt. Alors on à: 
01+t 
Réponse A A =In3 
Réponse B 1 
p A =—ln3 
2 
Réponse C 2 
p A=—In3 
3 
Réponse D 1 
j A =—ln3 
3 
6 Soit f(x) = In(x+1) avec x € [-1,+0[ . Ona: 
Réponse A f(x) = e% 
Réponse B f (x)=e* -1 
Réponse C f(x) =e" 
Réponse D fr'(x)=e" +1 
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Résoudre dans R les équations suivantes : 
1) In(x-—3)= In(5-x) 


2) In(x—3)+1In(x+3)=21n4 


Exercice 2 


Résoudre dans R les inéquations suivantes : 


1) In(2x-5)+ In(x+1)<21n2 


2) In(2x°-3x-5)<21n2 


Exercice 3 


Soit f(x) =(x—2) In(x° 8). 


Calculer lim f(x). 
x—2t 


Exercice 4 


3In°x—4Inx+1 
x—e ‘ 


Soit f(x) = 


Calculer . lim f(x) 
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Exercice 5 


1 
On se propose de calculer l’intégrale I= f | xIn (1 + x)dx 


1) Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x > -1, 
2 


=ax+b+ ` 
x+1 x+1 
1 x? 
2) Calculer J= | dx. 
0x+1 


` 1 
3) A l’aide d’une intégration par parties, calculer I = f, xln (1 + x)dx ; 


Exercice 6 


In x 


Soit f la fonction définie sur P;+q par : FX) =— 
X 
1.a) Dresser le tableau de variation de f. 


b) Déduire que pour tout entier n > 6, l’équation met admet dans 
n 


Pintervalle [ive | une seule solution notée a, 


c) Prouver que la suite (a ) est décroissante, en déduire qu’elle converge. 


Exercice 7 


31n x 


La fonction numérique f est définie sur ]0;+0[ par f(x)=2x-2+ 


1) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes dont on donnera des 
équations. 


2) Trouver une primitive de f sur ]0;+[ ‘ 
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Exercice 8 


On considère la fonction f définie sur 10;+0] par f(x) = 2xx -31n x. 


Soit C, sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i, j). 
1) Calculer lim f(x) et lim f(x) 
x—>0+ x40 
2) Dresser le tableau de variation de f. 
3) En déduire que pour tout x€ ]0:+] ; on a f(x) > 0. 


4) A l’aide d’une utiliser une intégration par parties, calculer l’aire A du 
domaine plan délimité par la courbe C, ; l’axe des abscisses et les droites 


d’équations x =1 et x = e . Donner une valeur approchée de A à 10” près. 


5.a) Etudier les asymptotes et les branches infinies de C,. 
b) Donner une équation de la tangente T à C, au point d’abscisse 1. 


c) Tracer T et C,. 


Exercice 9 


1+1 
Soit f la fonction définie sur ]0,+c0] par : f(x) =x-1+ i ; 


Soit (C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j) d’unité 


icm. 


1.a) Montrer que lim f(x) = —œ et interpréter graphiquement. 
x—0* 
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b) Calculer lim f(x) .Montrer que la droite A d’équation y =x-—1 est 


X— +00 


asymptote à la courbe (C). 
c) Etudier la position relative de (C) et A. 
2. On considère la fonction g définie sur ]0,+00] par : g(x)=x°-Inx. 


1  _1+1In2 


DT 2 


a) Vérifier que g( 


b) Calculer g'(x). 
c) Etudier les variations de g et montrer que pour tout x de ]0,+|, 
g(x) > 0. 


3.a) Calculer f'(x)et vérifier que pour tout x de ]0,+[ on a : f'(x) = g0) : 
x 


b) Dresser le tableau de variation de f . 


4.a) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+|[ sur un intervalle J que l’on 


déterminera. 


b) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution a O. Vérifier 


1 1 
que -<a <. 
e 2 


5.a) Préciser les points de la courbe (C)en lesquels la tangente (T) est 


parallèle à A. 


b) Représenter la courbe (C)et les droites Aet (T) dans (0; i,j). 
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c) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du paramètre réel m, le 
nombre de solutions de l’équation (m+1)x—-1-Inx=0. 


6) Soit n un entier naturel, n > 1. On note U, Paire du domaine plan délimité 
par la courbe (C), l’asymptote oblique A et les droites d’équation respectives 


x=n et x=n+1. 


a) Exprimer U, en fonction de n . 


b) Calculer et interpréter graphiquement lim U, . 


n—> +0 


Exercice 10 


x2+3 
x2 +l’ 


? 41 
On considère la fonction f définie par : f(x) = n* > | 
x 


1) Déterminer D, le domaine de définition de f et étudier sa parité. 


2) Calculer lim f(x) , lim f(x)et interpréter graphiquement. 
x—0* X—> +00 


3) Justifier la dérivabilité de f sur D, et montrer que pour tout x de 10;+0] 
? 


2(x—1)(x +1) 


LOT e+ 


4) Dresser le tableau de variation de f. 


5.a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans l'intervalle ]0; +| une 


unique solution @ et vérifier que 0,2 < a < 0,3. 
b) Que peut-on déduire pour l'intervalle ]—;0[ ? 
c) Déduire des questions précédentes le signe de f(x) sur D, 


6) Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0;i,j) 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


1) L’équation In(x—3)= In(5- x) 
Conditions d’existence : xX—3>0 et 5-x>0. 


C’est-à-dire : X> 3et x<5. D’où le domaine de définition de l’équation est 
D= [3 ; 5|. 


Résolution de équation : Pour tout XED,In(x—3)= In(5- x) équivaut à 


x—3=5-x est-à-dire 2X = soit x = 4. 


Validation des solutions: Cette solution nombre appartient bien à D. Donc 


l’ensemble des solutions est S = {4} í 
2) L’équation In(x — 3) + In(x + 3) = In 7 


Conditions d’existence : L’ensemble de définition D de l’équation est l’ensemble des 


—3>0 
réels x tels que soit D =]3;+001[. 
x+3>0 


Résolution de l’équation : Pour tout x e]3;+c[ on a : 
In(x-3)+In(x+3)=2In4 In((x-3)(x+3))=In16 
&(x—3)(x +3) =16 


ex -9=16 


& x =5 ou x =-5 
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Validation des solutions: La solution X=-—$ est rejetée car -5 £ D. Alors 


l’ensemble de solutions est S ={5} . 


Corrigé 2 


1) L’inéquation In(2x-5)+ In(x+1)<21n2 


Conditions d’existence : L’ensemble de définition D de l’inéquation est l’ensemble 
2x-5>0 


des réels x tels que 
x+1>0 


soit D = lise. 
2 


Résolution de l’inéquation : Pour tout x e k, val on a: 
In(2x — 5) + In(x + 1) = In( (2x -5)(x + 1)) 

= In(2x° -3x-5) 
L’inéquation s’écrit donc In(2x° — 3x — 5) < In 4 


La fonction In étant strictement croissante, donc l’inéquation équivaut à 
2x°-3x-5<4 Soit 2x°-3x-9<0. 


2 
Le trinôme 2x° —3x—9 admet dans R deux racines : —— et 3 etil est négatif 
3 g 


2 
lorsque x est compris entre ces racines. C'est-à-dire ma <x<3. 


Validation des solutions: Comme l’ensemble de définition de l’inéquation est 


2 
D = k, val „et -3 <x<3 ; on déduit que l’ensemble de solutions est l’ensemble 


5 5 
des réels x tels que 3 <x<3 soit S= P | 
2) L’inéquation In(2x° —3x-—5)<21n2 
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Conditions d’existence : L’ensemble de définition D de l’inéquation est l’ensemble 
des réels x tels que 2x°—-3x-5>0. 


5 
Le trinôme 2x? —3x-—5 admet deux racines : —1 et A etil est positif lorsque x est 
extérieur à l’intervalle de ces racines. C'est-à-dire que l’ensemble de définition D de 


Pinéquation est D = ]-%;-1[ U ES] è 


> 
Résolution de l’inéquation : Pour tout x € J;-1[0 five) , Pinéquation 


équivaut à 2x? —3x—5< 4 car la fonction In est strictement croissante. 


Soit 2x7 -3x—-9 <0. 


2 
Le trinôme 2x° —3x—9 admet dans R deux racines : E et 3 etil est négatif 


2 
lorsque x est compris entre ces racines. C'est-à-dire x € 1-53 3 


Validation des solutions: En tenant compte de l’ensemble de définition de 
l’inéquation, on déduit que l’ensemble de solutions S de l’inéquation est l’ensemble 
des réels x tels que 


xe |—;-1| 0 fire 


se[-23 
3 
3 5 
P ite S=| ——;-1 LU É53 |. 
ar suite | 2 | É | 
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Corrigé 3 


f(x) =(x-2) In(x° -8) 


Une forme d’indétermination se présente lorsque x — 2* . Pour lever cette 
indétermination on modifie l’écriture de f(x) pour faire apparaître des 


limites usuelles. 


f(x) =(x—2)(x — 2)In(x —2)(x° + 2x +4) 


(x=2) 


OS 2140) 


x(x—2)(x° +2x+4)In(x—2)(x° +2x+4) 


—2 
D’une part ona: lim Eo =0* 
x>2* (x° +2x+ 4) 


D’autre part, en posant t=(x-—2)(x" +2x+4)on a (x > 2°) © (t — 0*). 


Donc lim(x-—2)(x° +2x+4)In(x-2)(x° +2x+4)=limtint=0" 
x—2t t—0* 


-2 
Par suite lim f(x) = lim de lim tint. Enfin : lim f(x) = 0°. 
x—2* x—2* (x +2x+ 4) t>0* x—2t 


Corrigé 4 


3In°x—4Inx+1 
x—e 


f(x) = 


Pour lever l’indétermination lorsque x — e, on peut appliquer un taux 
d’accroissement : 


On pose u(x) = 31n°x—-4Inx+1.Donc u(e)=3ln°e-4Ine+1=0 et par 


r u(x) —u(e à . u(X)-u(e 
conséquent, f(x) = Wu . Donc limf(x) = lim a EL] 
X — e x—e x—e X — e 
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: np _— 6 4 
La fonction u est dérivable en x, =e et de dérivée u'(x) = —In x -—. 
x x 


im MOI UE) _ 


u'(e)  limf(x) =u'(e). 
x—e x—€e Xe 


4 2 1 
Ona: ne Par suite lim f(x) = —-— 
e e e x De e 


Corrigé 5 


x? _x"-1+1 


x+1 B x+1 


1) On peut écrire pour tout x > —1 : 


x? ox- 1 


= + 
X+1 x+1 x+1 


x’ 1 
=x-1+ 
x+1 x+1 


Donc a=1,b=-1 et c=1 


2 


2) On a alors J= Í 2 aeJ=f eu 
0x+1 0 x+1 


1 


TEs x m4] 
2 


0 


== 
2 


1 
3) Pour calculer I= f | xIn (1 + x)dx en utilisant une intégration par parties 


on pose : 
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1 > 
U(X) = —X 
me 


f u'(x)=x 
; Alors 
v(x)=ln(1+ x)’ 


1 
v'(x)= T 


Donc fixm(i taal seah- 


TE 


['xin(1+x)ax -zx in( a+] fe 


Fi 
2 2 
1 1 1 
I=—In2-—(—-—+1n2) 
2 2 2 
ja 
4 
Corrigé 6 


l 
fest la fonction définie sur P;+q par : f(x) = 

x 
1.a) Tableau de variation de f. 


l 1 
lim f(x) = lim > = lim —In x = (+00)(—c0) = —c0 
x0* x—0* x x0* X 


mx 1 1 
lim f(x) = lim pese )-e lim — = lim —=0* 
X—>+00 X—>+00 x x car X>+ x x> +00 x 


f est dérivable sur Pd car quotient de deux fonctions dérivables sur 


Pit . 
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Lys —2xxInx 


Vxe D;+4, f'(x) = À n 
(£) 


Vxe U;+0d ,f'(x)= + 


Or x° >0, donc le signe de f'(x)est celui du numérateur : 


1206 1-2Inx 206 Inx <> & x < Ve 


_In(e) _ 1 
On a f(Ve)= th 2 
X 0 Ve +00 
f(x) + 0 : 
1 
f(x) 
2 0 


b) Montrons que pour tout entier n > 6, Péquation f(x) =+ admet dans 
Pintervalle [1,Ve | une seule solution notée a, : 

- La restriction de f sur l’intervalle I = [1 ve | est continue et strictement 
croissante et f(I)=J = jo. | : 


1 1 1 1 1 
- De plus Vn26, 0<—<-<—; ((-=0,167<—=0,184) . Alors 
n e 6 2e 


vzghes-|os | : 
n 
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Donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, pour tout entier n > 6, 


1 

l'équation f(x) =— admet dans l’intervalle [1,Ve | une seule solution notée a, 
n 

c- Montrons que la suite (a,) est décroissante, et qu’elle converge : 


1 1 
On a Vn>6, —>—,Or Vn>6, let) et re 
n n+l n+1 


= ) donc 
n 


n+l 


f(a,) > f(a) et comme f est strictement croissante sur [1, ve | alors 


a, > A, 


et la suite (a,) est strictement décroissante. 


D'autre part a,€ [ve] donc la suite (a,) est décroissante et minorée par 1, 


d’où elle converge. 


Corrigé 7 


3In x 
x 


1) On a lim (f(x)-(2x-2)) = lim = 0 . On Alors la droite d’équation 
X—> +00 X— +0 


y = 2x —2 droite est une asymptote oblique à C, 


; ; Eu . 3lnx 
D'autre part on a lim(2x—-2)=-2 et 3 = lim = —00 
a lim > = +0 x>0 X 
x0* X 


Alors lim f(x) = —-c. 
x—0* 


On en déduit que la droite d’équation x =0 est une asymptote verticale à C, 


2) Une primitive de la fonction x > 2x —2 sur 10: +| est xe x’ —2x, 
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: 3Inx ., . 1 
La fonction x > s’écrit sous la forme x > 3x—xInx 
x 


31n x 
x 


1 
On en déduit que la fonction x > 3x 1” x)’ est une primitive de x > 


sur 10; +]. 


3 
Conclusion : La fonction x + x° — 2x + z x) est une primitive de f sur 


10; +0]. 


Corrigé 8 


1) Calcul de limites 


lim (2xx) = 0* 

cd = lim f(x) = +0 
lim(-3Inx)=+0 > 

x—0* 


Pour lever l’indétermination en + on factorise par x : 


lim f(x) = lim n (xQ VE - 3 2 =») 


x—>+0 


MOV = a T 
nı  =im as - J= Ma) 


lim (3) = 0 >“ 


X—>+00 


lim (x) = +0 


X— +00 

> lim f(x) = + 
lim as! 3 — Ba) ko PEREP 
X— +00 


2) Calculons la dérivée : 
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Haoa 37 
X 


2 x 


2 
= soit io 7 = 
X X 


xvx 


f'(x) = 


Le signe de f'(x) est celui du numérateur car Xx € ]0:+c] ; 
On a alors f'H>0S x -Vx>0 
f'H2>08 x Vx 
f'H>0e xx 
f'(x) 20 x-x20 
f'(x) 20 x(x? —-1)>0 


f'H>0S x1 


Ona f(1)=2 
X 0 1 +00 
Pa) - 0 + 
+00 +0 
2 
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3) La fonction f présente un minimum absolu en 1 qui vaut f (1) = 2 


supérieur à zéro. Donc pour tout X€ ]0;+c] ; on a f(x) > 0. 


4) La fonction f est continue et positive sur l’intervalle [1;e]. Donc Paire 


cherchée est calculée par l’intégrale A = fe (x)dx. 
Donc A = [F'exvx — 31nx)dx. 
A = 2f xvVxdx -= 3f in xdx 
1 1 


A = 2j idr — 3[ in xdx 


La première intégrale est calculée directement par les formules des primitives 
usuelles : 


Ža 
x? 


3 
2f x?dx=2 
+1 


e3 4 EF 
2f varji 
1 5 


1 


a 
2 


e 3 4 
2 =, z= 
2[ x dx == (e? 1) 


La deuxième intégrale 3 ‘In xdx est calculée en utilisant une intégration par 
g g p 


parties : 
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u(x) = In x 


On pose 
P ea =] 


wos. 


, ce qui donne xX. 


v(x)=x 


Par suite 3f in xdx = a([xm x], — [ XX Lax) 
X 


3 In xdx = 3 (Cm x], — [ ax) 


3[ In xdx = 3{[xin x], -[x]) 


3[ In xdx = 3 [xIn X— x] 


3[ "In xdx=3[eme-e-1in1+1] 


Enfin A=5,946 ua 


Il vient A = tee 


sj. In xdx = 3 


—1)-3 
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5.a) On a trouvé lim f(x) = +. Donc admet une asymptote verticale 
x—0* 


d’équation x = 0. 


f 
En plus lim f(x) = +œ. Calculons lim 1 : 
x> +o X 
lim ter lim vs su 
X— +0 X X— +00 
lim Mo, 2x lim Jx -3x lim ne 
X—>+00 X X— +0 X> +00 X 
l 
On sait que lim Vx =+0 et lim At 
X—> +00 x> +00 x 
Par suite lim —— a ) _ 
X— +00 X 


On en déduit que la courbe C, admet une branche parabolique de direction 


(Oy) au voisinage de +. 


b) Une équation de la tangente T à C, au point d’abscisse 1 est 
y=f'D-D+f(). 


Soit y=2 car f(1)=2 et f'(1)=0 ; 
(Une tangente horizontale). 


c) Courbe de f : 
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3 4x 


Corrigé 9 


1+1 
La fonction f est définie sur |0;+00[ par : f(x) =x-1+ 2 è 
xX 


(C) sa courbe représentative dans un repère orthonomal direct d’unité 


graphique 1cm. 


1.a) Limite et interprétation : 


1 
* On peut écrire:  f(x)=x-1+—(1+Inx) 
x 


Essebil Au Bac 7D Fonctions logarithmes Horma Hamoud 53 


02_Maths SN 2 Inner.indd 53 15/02/21 1:47 pm 


1 
lim — = +00 1 
Ona {xx => lim —(1+1n x) = -o 


lim(i+Inx)=-0 “Y” X 
x—0* 
Comme lim(x—-1)=-—1 , lim f(x) = —c. 
x—0* x—0* 


Interprétation graphique : 


la courbe (C)admet une asymptote verticale d’équation x=0, (l’axe des 


ordonnées). 


1 1l 
b) On peut écrire : f=x-1+ +7 
x + 


lim (x —1) = +œ 

X— +00 

> lim f(x) = +% 
lim (—+—)=0 “>” 


1 1 
D’autre part, lim (f(x)-(x-1))= lim (+ Z5) =0 
X—+00 X— +00 X X 


Alors la droite Ad’équation y = x —1 est asymptote oblique à la courbe (C). 


c) Pour étudier la position relative de (C) et A, on étudie le signe de 
d(x) =f(x)- (x-1) 


1+1nx 


d(x) = 


Le signe de d(x) alors est celui de 1+1nx, car x est de l’intervalle ]0;+o1. 


On a 1+Inx=0=Inx=-1=x=e" 


La droite A coupe (C)au point de coordonnées (e”',e”' —1). 
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x 0 e” +00 


1+1nx - + 
Position relative de 


(C) et A A/(©) (C)/A 


2) La fonction g est définie sur 10, + par : g(x)=x"-Inx. 


a) On à : 


2 
1 1 1 1 
—=)=| — T La V2 = +1 2 -141 In2 
| z] -m =a n n(2) 23 n 


b) Calcul de g'(x) : 
3 1 
g(x)=x -Inx > g'(x)=2x-— 
x 


2x =Í 


g'(x) = 


c) On constate que le signe de g'(x) est celui de 2x°—1 sur l'intervalle 


]0, +|. 


On a pour tout x de ]0,+c0[ : swe 2-10 ers 


Es 
NA 


l1+ln2 
D’après 2.a) on a : = ; 
P g( p= 2 
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Dressons une partie du tableau de variation de g : 


1 
0 —— +00 

x V2 
g'(x) > 0 + 
g(x) ion Pa 

1+1n2 

2 
1+1n2 


La fonction g présente un minimum absolu CD) > sur 10; +| : 
2 


1+1n2 
Eia =z 0,85>0, g(x) > 0 pour tout x de ]0,+o0|. 


Comme 


1+1n x 


3.a) On a f(x)=x-1+ 


1-(1+1 
Donc f'(x)=1+17- + mx) 
X 


2 
Soit ro * "x 
X 


g(x) 


x? 


On a alors pour tout x de 10, + : £'(x) = 


b) Tableau de variation de f : 


Le signe de f'(x) est celui de g(x) 
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Donc pour tout x de ]0,+c] , f'(x) > 0. 


x 0 + 00 
f'a) + 
+ 00 
f(x) 
—00 


4.a) D’après l’étude de f et son tableau de variations on a : 


o f est continue sur ]0;+o| ; 
° f est strictement croissante (monotone) sur ]0; +| : 
° lim f(x)=—%; lim f(x) =+. 

x—0* X—>+00 


Donc f :]03-+00[—> J =]-c;+0| réalise une bijection. 


b) La fonction f est continue et bijective sur son domaine de définition avec 
O0€EJ=]-00;+0[. Alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires 


l'équation f(x) =0 admet une unique solution a dans ]0, +| : 


De plus, on a : 


1 
f(>) = —0,63 < 0 
e 


1 
f(—) = +0,11 > 0 
2 
a 1 1 
Donc a vérifie mn 
e 2 
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5.a) Pour préciser les points de la courbe (C) où la tangente (T) est 


parallèle à l’asymptote Ad’équation y=x-—1, on résout l’équation 


f'(x)=1 
Donc : : D =1 
X 
x -Inx=x 
Inx=0 
x=1 


Alors la tangente (T) à la courbe (C)au point (1,1)est parallèle à la droite 


A . Une équation de cette tangente est : Y=x 


b) Représentation de la courbe (C) 
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c) L’équation (m+1)x-1-Inx=0 s'écrit mx+x-—-1-Inx=0 donc 


1+1nx 
m=-1+ 


X 


1+lnx 


x+m=x-l+ 
x 


x+m=f(x) 


a 
y=f&) 


Les solutions du système sont les coordonnées des points d’intersection de la 
courbe (C)et les droites À, d’équation y = x +m parallèles à 


l’asymptotes oblique de (C)et à la tangente (T), où m est un paramètre réel. 
A noter que : 

Aest l’asymptotes oblique A à (C) 

Aest la tangente (T) à (C) parallèle à A 


Alors, le nombre de solutions de l’équation (m+1)x—1—In x = 0 est le même 


nombre de points d’intersection de (Cet A, 


Les solutions de l’équation (m+1)x—1—In x =0 sont les abscisses des points 
d’intersection de (Cet A, 


D’après la représentation graphique de f, on déduit le tableau suivant : 
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valeurs du | nombre nombre de 
paramètre m d’intersection de | solutions 
(Cjet An 

m <-1 1 1 

—1<m<0 2 2 

m = 0 1 (tangente) 1 

m >0 0 0 

MN 


o1 


O 


X 


6.a) La fonction f est continue sur tout intervalle de type [n,n + 1] où nest 


un entier naturel, n 2 1. 
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La courbe (C), est située en dessus de l’asymptote oblique A sur 


l'intervalle [n,n + 1] : 


Alors Paire U, du domaine plan délimité par la courbe (C), asymptote 


oblique A et les droites d’équation respectives x=n et x=n+1 est calculée 


par : 
n+l 
U, = f ((x)—(x—1D))dx x ua 
Alors : 
n+l 
U, =Í E: NX qrxua 
n X 
n+l 1 
U, =| —(1+1nx)dxxua 
n X 
1 n+l 
U, -asm ua 
1 2 1 2 
U, = 20 +In(n +1)) - 46 +In(n))"ua 
_1 2 2 
u=; (@+In(n+1)) -(1+mm)? )ua 
1 
U, = 3 (Qn(n+1)—Inn)(2+1In(n+1)+Inn ua 
1 1 
Ü= (mere +In(n? + m) 
2 n 
1 1 ) 
U,=-|In(1+—) |((2+1n(n° +n)) 
2 n 
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b) Pour calculer lim U,, on procède à une transformation d’écriture pour 
n—> +00 


lever l’indétermination : 


1 1 
U, = ma +d (A+ +n)) 
2 n 
m+] 
a PaP (C+mm +n) 
2 1 n 
n 
In(1 +2 
1[MA+ )|/2 mn In(n+1) 
= + + 
2 1 n n n 
n 
Ona: 
In(1+1) 
lim ij Lu 
n—>+00 A x—0* x 
n 
im (2.20 4 XD g 
n—+o\n n n 


Conclusion : lim U, =0 
n—+0 


Interprétation graphique : 


coïncide avec la 


Lorsque n tend vers plus l’infini, l’asymptote oblique A 
courbe (C). Donc il n y a plus d’espace entre les frontières verticale du 


domaine d’aire U, , d’où U, tend vers zéro. 
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Corrigé 10 


1) Domaine de définition 


xeD, © 


Alors D, = R* 


Parité : 


_xŸ 2 
On a VxeD,,-xeD, car D, = R* et f(-x) = lIn CRE cf os 
(xy (-x} +1 


2 2 
CEE E +3 


x? x’ +1 
f(—x) = f(x) 


Donc f est une fonction paire. 


2) Calcul de limites 


2 2 
>. X +1 . x° +1 243 g 
lim == min] |= et limŽ =3 d’où limf(x) =+% 
x>0 x? x—0 x2 x>0 x2+1 x—0 


x—+o0 x? +1 X—>+00 


2 2 
+1 +1 á 
lim Ž -15> lim n| * i J=0 dmi 2 21 d'où Im f@ = 
X 
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Interprétation graphique : 


La courbe C, admet une asymptote verticale d’équaion x= 0 et une 


asymptote horizontale d’équaion y =-1. 


2 


x 
3) La fonction x > — 
x?’ + 


domaine de définition D, = 


3 P 
i est rationnelle, donc dérivable sur son 


R*. 


2 


x +1 za 
Il en est de même pour la fonction x > —,— . Cette dernière est 
x 


X 
strictement positive sur D, , donc la fonction x > | 


2 


+1 . 
est dérivable 


sur D, comme composée de fonctions dérivables. 


Enfin la fonction f est dérivable sur D, comme somme de fonctions 


dérivables. 


2xxx°—2x(x2+1) 


, 4 2x(x2+1)—2x(x2+3) 
f (x) = À 1 _ 2 
x2 
—2x 
4x 
f'(x) = —X 
x?+1 (x? + 1) 
x? 
—2 4 
f (x) = - 2 z 
x +1) (2+1) 
l 2(x?+1)+4x? 
f'a) 7 
X (x? + 1) 
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2(& -1) 
£ (x) = ——— 
a x(x+1) 
o= Ce 
x(x?+1) 


-1 1 
4) Le signe de f'(x) est celui de BUU, 


X 
X —00 -1 0 1 +00 
x-1 - z - + 
x+1 - + + + 
x - - + + 
f'(x) z + - + 


Comme f est une fonction paire, on a lim f(x) = -1> lim f(x) =-1 


X—>+00 


On déduit le tableau de variation de f : 


Xx —00 -1 0 1 +00 
f'(x) - 0 + - 0 + 


f(x) -1 +00 +00 -1 


ST a 


2+ln2 
4.a) Sur l’intervalle ]0;1] ; la fonction f est continue et change de signe une 


seule fois. Alors l’équation f(x)=0 admet dans cet intervalle une unique 
solution. Sur l’intervalle [5+c0[ , f est strictement négative. On conclut que 


l’équation f(x) =0 admet dans l'intervalle ]0; +| une unique solution ©. 
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Ona f(0,2)= +0,34 et f(0,3)= -0,34 donc f(0,2)xf(0,3) <0 . Ce qui 
démontre que 0,2 <a < 0,3, (D’après le théorème des valeurs 


intermédiaires). 


b)Comme la fonction f est paire, on déduit que l’équation f(x) = 0 admet 
dans l'intervalle 50] une unique solution B =—a. Par conséquence 


—0,3 < B < -0,2. 

c) On en déduit le signe de f(x) : 

Pour x€ ]—;-aļ U Ja: +| ona f(x)<0. 
Pour x€ ]-a,0[ L 10: of on a f(x)>0 


Et f()=0Sx=+a. 


6) Courbe de f : 
y W 
3 
2L 
-4 -3 22 =i 0 1 2 3 4 x 

1 

-2+ 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


1. Soit g la fonction définie sur l’intervalle ]1;+{[ par : g(x) = MT 
XX — 


a. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que l’on ait, pour tout x >1 : 
b c 
x+1 x-1° 


20) = © + 
X 


b. Trouver une primitive G de g sur l’intervalle J1; + cf. 


2x 


2. Soit f la fonction définie sur l’intervalle j1 ;+œļĮ par : f(x) = ey 
X — 


Trouver une primitive F de f sur l’intervalle J1; + of. 

3. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer avec une 

intégration par parties: I= Le" xdx . On donnera le résultat sous la 
= 


forme pln2+qln3 avec p et q rationnels. 


Exercice 2 


Pour tout entier naturel p > 1, on pose L = f xan x)’dx. 


1) Calculer I en utilisant une intégration par parties. 


e p+l 
2) Montrer que: Yp > 1, basg à y déduire 1,,I, 
3) Montrer que la suite (1I ,) est décroissante et convergente, (On ne 


demande pas de calculer la limite.) 
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Exercice 3 


On considère la fonction f définie sur ]0;+c0[ par : f(x)=x-3 ee et 
X 


soit (C)sa courbe dans un repère orthonormé (0;i,j) d’unité 2 cm. 


1. Démontrer chacun des résultats suivants et en donner des interprétations 
géométriques. 


a) lim f(x) = +0; 
x—0* 

b) lim f(x) = + ; 
X—> +00 


c) lim (f(x)- (x -3)) =0. 


2.a) Montrer que pour tout x de Pintervalle ]0;+[on a: 
2 
—1+1 
t'a =? L 
x 


Vx>1; f'(x)20 


b) Vérifier que : : 
vx<l; f'(x)<0 
c) Dresser le tableau de variations de f. 


3.a) Montrer que l’équation f(x)=0admet dans l’intervalle ]0;+[ 
exactement deux solutions aet BB. Vérifier que: 0,37<a<0,38 et 
3,36 < B < 3,37. 

b) Déterminer les points de (C)en lesquels la tangente est parallèle à la 
droite d’équation y = x et donner les équations des tangentes en ces points. 


c) Construire la courbe (C). 


d) Discuter graphiquement le nombre de solutions de l’équation In x = mx 
où m est un paramètre réel. 
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Exercice 4 


On considère la fonction numérique f définie sur D = } œ,—1[ LU Jo, +| 


par : 
f(x) = In(x° +x). 


Soit (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O;u, v) 


d’unité 2cm. 


1.a) Calculer les limites suivantes: lim f(x) et lim f(x) puis les interpréter 
x—-1" x—0* 


géométriquement. 


f(x) 


b) Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim ——. Interpréter 
x +00 x>łto x 


géométriquement. 


2.a) Calculer f'(x) où f'est la fonction dérivée de la fonction f et étudier 


son signe sur D. 


b) Dresser le tableau de variations de f . 
| : ; 1 a 
3. Démontrer que la droite (A) d’équation x = E est un axe de symétrie 


de la courbe (C). 


4. Déterminer l’intersection de la courbe (C) avec l’axe des abscisses puis 


construire (C). 


5.a) En utilisant une intégration par parties, calculer les deux nombres: 


I =[ In xdx etJ = | nŒ + Dax. 


b) Calculer l'aire, en cm”, de la surface plane délimitée par la courbe 
(C), l’axe des abscisses et les droites d’équation respective x =1 et x =e. 
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Exercice 5 


On considère la fonction numérique g définie sur FH 1;+o[ par : 
g(x)=2x+1n(x +1). 


1.a) Calculer les limites suivantes: lim g(x) et lim g(x). 
x-1" x—> +0 


ga) 


b) Calculer lim ®— et lim (g(x)— 2x). Interpréter graphiquement. 
x>+0 ë X X— +00 


2. Calculer g'(x) où g'est la fonction dérivée de g. Dresser le tableau de 


variation deg. 

3.a) Calculer g(0), en déduire le signe de g(x). 

b) Tracer la courbe représentative de g dans un repère orthonormé. 
4. Pour tout x > -1; on pose u(x) =(x+1)In(x +1). 


a) Calculer u'(x) et montrer que pour tout x>-—1 on a 
g(x) =u'(x)+2x-1. 


b) En déduire la primitive G de la fonction g sur l1;+0[ qui vérifie 
G(0) =-1. 


c) Calculer laire du domaine plan limité par la courbe (C ), l’axe des 
abscisses, l’axe des ordonnées et la droite d’équation x =2. 


Exercice 6 


Partie A 


On considère la fonction g définie sur l’intervalle ]0;+| par : 


g(x)=x-3+2mx 
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l.a) Calculer lim g(x), lim g(x). 
x—0* X—>4+00 


b) Calculer la dérivée g'(x)et dresser le tableau de variation de g. 


2. a) Montrer que g réalise une bijection de ]0;+[sur un intervalle J 


que l’on déterminera. 


b) Montrer que l’équation g(x) = 0admet une unique solution aœ. Vérifier 


que 1,3 <a <1,4 
c) En déduire le signe de la fonction g sur l’intervalle ]0 :+!. 


Partie B 


On considère la fonction f définie sur l’intervalle ]0;+| par : 


DOS 


On note T la courbe représentative de la fonction f dans le plan, muni 
d’un repère (O ;i, j) orthonormé. 


1.a) Démontrer que lim f(x)=+v, lim f(x)=+% et lim (f(x)-(x-2))=0. 
x—0* X—> +00 X— +00 


b) Interpréter graphiquement les limites précédentes. 


c) Étudier le signe de d(x) =f(x)- (x-2) , résumer dans un tableau et 


interpréter graphiquement. 
2.a) Calculer f'(x )et justifier que f'(x) a même signe que g(x). 


4a? 


3 
b) Montrer que f(a) = ee et donner une valeur approchée de f(a) 
œ 


à 10~ près. 


c) En déduire le tableau de variation de la fonction f. 
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3.a) Donner l’équation de la tangente Tà Tr au point A d’abscisse x, =1. 


b) Montrer que la courbe T coupe l’axe des abscisses en un deuxième point 
autre que À d’abscisse p telle que 1,9< 8 <2 


c) Tracer l’allure de la courbe T dans le repère (O ; , j). 


4) Soit n un entier naturel n23 .On considère l’aire du domaine E du plan 
compris entre la courbe T et les droites d’équations respectives y=x-2, 


x=3 et x=n. 


a) Justifier que cette aire, exprimée en cm?, est donnée par : 


"In au. Rt: P à 
b) Calculer J, = f T dx à l’aide d’une intégration par parties. En 
3 xX 


déduire 7, en fonction de n. 


c) Calculer la limite de laire Z, du domaine E quand n tend vers +». 


Exercice 7 


Partie A 
Soit g la fonction numérique définie sur I =] — 1;+o[ par: 
g(x) = (x +1) -1+1In(x +1). 
1) Calculer g'(x) ; en déduire le sens de variation de g . 


2) Calculer g(0); en déduire le signe de g(x) sur I. (la représentation de g 
n’est pas demandée). 
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Partie B 
On considère la fonction numérique f définie sur I =] —1;+o[ par : 


_In(x+1) 


f(x) =x-1 
x+1 


> > 
Soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0;i,j) 
d’unité 2cm. 
1. a) Calculer lim f(x); puis interpréter graphiquement ce résultat. 
x> -1+ 
b) Calculer lim f(x). 
x—>+00 
2. a) Calculer lim[f(x) —-(x-1)] ; en déduire que la courbe (C) admet une 
X—> +0 


asymptote oblique (D) dont-on donnera une équation. 


b) Démontrer que (C) rencontre (D) en un seul point A dont-on précisera 
les coordonnées puis étudier la position relative de (C) et (D). 


3. a) Calculer f'(x) puis vérifier que pour tout x de I on a : 


g(x) 
(x +1) 


f'(x) = 


b) Dresser le tableau de variation de f. 


4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) à (C) au point B d’abscisse 
X, =€e—1. 


b) Démontrer que l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et 
B telles que :-0,6 < à < -0,5 et 1,3 <B<1,4. 


On donne : In(0,4)+-0,9; In(0,5)+-0,7; In(2,3)= 0,8 et In(2,4)= 0,9. 
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> > 
5. Construire, dans repère(0;i, j), les deux asymptotes; la tangente (T) 
et la courbe (C). 


6. Soit m un paramètre réel strictement positif. 


a) Calculer, en cm?, Paire A(m) du domaine plan limité par la courbe (C); 
l’asymptote (D) et les droites d’équations x =0 et x=m. 


b) Pour quelle valeur de m a-t-on A(m)=2cm?? Hachurer cette aire sur 
la figure. 


7. On désigne par h la restriction de f sur l’intervalle [0;+0[. 
a) Montrer que h réalise une bijection de [0;+0[ sur [-1;+001. 


b) Dresser le tableau de variation de h! ( où h“ est la bijection réciproque 
deh). 


c) Tracer la droite d’équation y = x et la courbe (C') représentative de 


> > 
h dans le même repère (O; i, j). 


Exercice 8 


Soit f la fonction définie sur [0; +| par : f(x) =2xInx-x-1; x>0 
f(0) =-1 


(C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O ; t;j). 
1) a) Etudier la continuité de f à droite de 0. 

b) Etudier la dérivabilité de f à droite de 0 .interpréter graphiquement. 
2) a) Calculer f'(x) pour tout x > 0. 


b) Montrer que la courbe ( C) de f admet au point d’abscisse _ une tangente 


horizontale. 

c) Dresser le tableau de variation de f. 

3)a) Montrer que l’équation f(x)=0 admet dans [0 ; +co[ une unique solution xet 
que 2 <x< 2.1. 
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b) Tracer la courbe (C). 

4) On considère la fonction g définie par g(x) = x?inx. 

a) Vérifier que pour tout x > 0, g’ (x)= f(x) +2x+1. 

b) En déduire la primitive F de f sur ]0 ; +c!{ telle que F(1)=0. 


1 
5) Pour tout n > 1. On pose : U, = [rf(x)ax ; 


a) InterpréterU,, graphiquement. 
b) Démontrer que la suite (U, ) est croissante. 


c) Exprimer U, en fonction de n et calculer lim U, . 
n—>+00 


Exercice 9 


f(x)=3x-3-2xInx, x>0 
On considère la fonction f définie sur [0;+{ par a à - 
Soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i,j) d’unité 1cm. 
1.a) Calculer lim f(x). En déduire que f est continue à droite de x, =0. 
x 0+ 
TOO = 


b) Montrer queet interpréter graphiquement. lim 
x—0* x 


c) Montrer que. lim f(x) = —% 


2.a) Calculer f'(x) pour xe ;+q et vérifier que f'(/e)=0. 

b) Dresser le tableau de variation de la fonction f. 

3.a) Déterminer une équation de la tangente (T) à (C) au point A d’abscisse x, =1 
b) Montrer que (C) coupe l’axe des abscisses (Ox) en un point B autre que A dont 
Pabscisse a est telle que : 2.3<a<2.4 . 

c) Déduire de ce qui précède le signe de f(x) sur [03404 . 


swzi x Inx 3x > 0 


g(0) = 0 
a) Montrer que pour tout x>0 , f(x)=3x-3+£"'(x). 
b) En déduire une primitive F de f sur _;+q . 


4) On considère la fonction g définie par : 


5) Pour tout entier naturel n > 1 on pose: U, = Jif (x)dx. 


a) Montrer que la suite (U,) est décroissante. 
b) Exprimer U, en fonction de n. 


c) Calculer lim U,. 
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Exercice 10 (Traduit) 


On considère la fonction f définie sur ue ii aall f Agas) ANA pi 


]0;+œ[ par : o-ha sal Las ]0;+[ 
X X 


+1 
1 1 
f(x) = In(1+—) -— 
Soit (C) la rbe représentative de la pa no 
oi courbe représe ve de di gas EA EENET 


fonction f dans le repère orthonomal 5cm 4isay (Oŭ, 7) abiiy 
272 
direct d’unité graphique 5cm 


1. Montrer que lim f(x) = + et que 
x 0* 


lim f(x) = 0 puis interpréter öls £ lim f(x) = +0 & Sï (1 
X— +00 x 0 
graphiquement ces résultats Lits Œitill juë pi lim f(x) = 0 


2. Calculer f'(x). En déduire les 


variations de f . 


falai Tiig £'(x) ua) (2 


. FSA Jya aul (3 
3. Dresser le tableau des variations de 
f. (C) Ail T otadi iatea 22 9i (4 
.x, =1 Aail cuis ahai à 
4. Trouver une équation de la tangente j 


T à (C) au point d’abscisse x, =1. RS . 
(AR ? ]0;+o[ o daté f aad o ow (a.5 


5.a) Montrer que la fonction f réalise pipatak Jia ga 
une bijection de ]0;+] sur un 
| , , aa (ea) 1+4 i 
intervalle que l’on déterminera. : (f ) -3 =al (b 
A Dipal plaint GLa 
—1+1n 4 
b) Calculer (e ( ==) ; 


(C) iaia él (c 


pourra utiliser la question 4. 


c) Construire (C). 
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I. RESUME DE COURS 


1. Définition et propriétés 


La bijection réciproque de la fonction logarithme népérien est appelée 
fonction exponentielle de base e. 


xe Inx 


f :]03+00[ — ]-c0;+00[ 2 f~ :]-c0;+c0f — ]0; +] 
xe € 


Propriétés 


Pour tous réels x et y on a : 


y>0; č =y&x=lny e =e  Sx=Yy 
e >0 e <e” &x<y 
Ine* =x 0<e<1S=x<0 
x>0—e""=x e>1=x>0 
e"=1; e =e 


x e x- -x x x 
exe’ =e"*", — =e — =e", (e J =e 
e e 

2. Limites usuelles 
lim e* =0*, lim e* = +0, 
X— —00 X—+0 
lim — = +0, lim xe* = 07, 
X—+0 X X——00 
+ —1 
lim =1, 
x—0 x 
.. € À E + 
lim —=+, lim x'e =0 (pour neN°'.) 
X—+40 Y X——00 
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3. Dérivées et primitives 


u est une fonction dériable sur I f est dériable sur I 
= 
f(x) = e"™ f'A) =u ae" 


u est une fonction dériable sur 1 F(x)= e"® est une 
=> 


f(x) = u '(x)e"® 


primitive de f sur I 


Cas particuliers : 


f(x)=e* >f'(x)=e* f(x) =e™ —=f'(x)=-e" 


4. Variations et représentation graphique 


Soit f(x)=e*. La fonction f est définie, continue et dérivable sur R et de 
dérivée strictement positive : 
f'(x)=e". 


La fonction exponentielle f est 
strictement croissante sur R. 


La représentation graphique de la 
fonction exponentielle de base e est 
symétrique de celle de la fonction 
logarithme népérien par rapport à 


la droite d'équation y = x. 


Asymptote horizontale y =0 


Branche parabolique Direction (Oy) 


Tangente en (0,1) y=x+1 
Tangente en (1,e) y = ex 
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5. Croissances comparées de x*,e* et Inx 


Pour tous réels a et B strictement positifs: 


l B 
(no lim x“ (in x) = 0 lim — = +00 


x—0* 


lim 
X— +0 x“ 


. (a ; 
lim =+ (pour tout réel a > 1). 


x>+0 y“ 


lim x”e™ = 0 
x> +00 


Au voisinage de plus l'infini, les puissances d'exposant positif l’emportent 
sur le logarithme; et l'exponentielle emporte sur les puissances à 


exposant strictement positif. 
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IL QUESTIONNAIRES Æ CHOIX MULTIPLE 


QCM1 


Choisir la bonne réponse : 


1 Soit f(x) = (e**})* x (e™*)” . Alors 
Réponse A f(x) = e7 
Réponse B f(x) z e? 
Réponse C 0 
Réponse D 1 

2 3x+1 
Le domaine de définition de la fonction f(x) = ea est 

e — 

Réponse A |: -I| wii +f 
Réponse B Ji; +| 
Réponse C |s; o| Y ]0;+f 
Réponse D Js; +f 

3 L’équation (e* +1)(e™ —5e* -6)=0 .... 
Réponse A admet une unique solution 
Réponse B admet deux solutions 
Réponse C admet trois solutions 
Réponse D n’admet pas de solution 


Essebil Au Bac 7D 


02_Maths SN 2 Inner.indd 80 


Fonctions exponentielles Horma Hamoud 80 


15/02/21 1:48 pm 


sinx 


4 La dérivée de la fonction x+ € est 
Réponse À xe e 
Réponse B XH cos x x e“"* 
Réponse C XH>—cosxxe""* 
Réponse D xe ea~ 

5 ES 
Soit f(x) = = - Alors on à : 

l1+e 
Réponse A 1 
ý fa) = — 5 
1+e 
Réponse B x 
P tos 
e "+e 
Réponse C à 
P = e | 
1-e 
Réponse D f@+f(-x)=1 

6 E 
1= || : (x-1)e™dx 
Réponse A I=e'-e* 
Réponse B I=e*-3e" 
Réponse C 1 = 3e 
Réponse D I =e™-— 3e” 
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QCM 2 
Choisir la bonne réponse : 
1 x’ +e* 
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = — i et c sa courbe 
X + 
représentative. 
Réponse A lim f(x)=1 
X—>+00 
Réponse B lim f(x) =0 
X—>—0 
Réponse C La droite D d’équation y =1 est asymptote à C. 
Réponse D L’équation f(x) =0 a une unique solution sur R. 
2 e~“ 
Soit f la fonction définie par : f(x) = — 
x 
Réponse A lim f(x) = +00 
X—>+00 
Réponse B lim f(x) = —00 
x—07 
Réponse C lim f(x) = —0 
X—>—00 
Réponse D L’équation f(x) =0 n’a pas de solution sur R 
3 Pe 2x- 
Soit f la fonction définie par : f(x) = — et c sa courbe 
représentative. 
Réponse A lim f(x) =+% 
X—>+00 
Réponse B lim f(x) = +0 
X——0 
Réponse C La courbe C admet une asymptote horizontale. 
Réponse D La courbe C admet une asymptote verticale. 
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Soit f la fonction définie par : f(x) = 


x 


et c sa courbe 


représentative: 

Réponse A f est une fonction paire 

Réponse B f est croissante 

Réponse C Le signe de f'(x) est celui de x—1 

Réponse D La courbe C admet deux asymptotes horizontales. 


5 x 
Une primitive de la fonction X> — sur R est 
Réponse A e 
xeln| — 
e +1 
Réponse B xHIn(e* +1) 
Réponse C e 
X>- a 
(e +1) 
Réponse D e* 
xe 
e +1 
6 2x 1 
Soit f(x) =. On a 
Réponse A lim f(x)= 0 
x> +00 
Réponse B lim f(x) = +0 
x—>—00 
Réponse C 2 
j limf(x) =- 
x—0 5 
Réponse D 1 
j imi- 
x—0 5 
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Résoudre dans R les équations suivantes : 
1) e™ -e -—-6=0 
2) 3e*+17e™ -20 =0 


Exercice 2 


Résoudre dans R? le système : 


Se* — 2e” 4 
e% = 6 


Exercice 3 


Calculer les limites suivantes : 


1) f(x)=e™ln(1+e*); x——œ 


1 
2) g(x)=xe"; x—0 


X 


3j noed =, x>0 
x“ +3x 


Exercice 4 


2 
—2x+1 
On considère la fonction f définie sur R par f(x) = =, 
Soit C la représentation graphique de la fonction f dans le repère 


orthonormal (O; i, j) , unité graphique 2 cm. 


f 
1.a) Calcuer lim f(x)et lim puis interpréter graphiquement. 
X—>—00 x> X 


b) Calcuer lim f(x) et interpréter graphiquement. 


X—> +00 
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2.a) Montrer que : f'(x) = —(x —1)(x - 3)e™. 
b) Dresser le tableau de variation de f. 
3.a) Tracer la courbe C dans le repère (O; i, j) 3 


b) Par une lecture graphique, indiquer, suivant les valeurs du paramètre 
réel m, le nombre de solutions de l'équation f(x)=m. 


Exercice 5 


Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (x + 2)e* 
Soit C sa courbe représentative dans un repère orthonormal (O;i,j) 
d’unité 1cm . 
f(x) 
xX 


1. Calculer lim f(x), lim f(x), lim —— et interpréter graphiquement. 
X— —00 X— +00 X—+00 


2. Calculer f'(x)et dresser le tableau de variation de f . 


3. Déterminer les points d’intersection de (C) avec les axes des 
coordonnées puis construire (C) dans le repère (O;i, j). 

4.a) Vérifier que pour tout réel xon a :f'(x)=f(x)+e". En déduire une 
primitive de f sur R. 


b) Calculer l’aire S du domaine plan délimité par la courbe (C) et les 


axes de coordonnées. 


5. On définit une suite numérique (U,) par son terme général : U, = (| 1) 
n 
nei. 


a) Calculer U, , U, . Montrer que (U,) est décroissante (On pourra utiliser 


les variations de f ). 


b) Calculer lim U,. 


n— +0 
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Exercice 6 


et (C) sa courbe 


X 


Soit f la fonction définie sur R par = 


représentative dans un repère orthonormé (O;i, j) d’unité 1 cm. 
1.a) Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement. 


b) Dresser le tableau de variation de f . 
2.a) Donner une équation de la tangente T à C au point Q d’abscisse 0. 


b) Vérifier que le point Q est un centre de symétrie de la courbe (C). Que 


peut-on dire de ce point ? 
c) Déduire la position relative de (C) et (T). 
3.a) Tracer (©) et (T). 


b) Calculer, en centimètre carré, Paire A du domaine plan limité par la 
courbe (C), les axes des coordonnées et la droite d’équation x=1. 


4.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on 
déterminera. 


b) Donner l’expression de sa réciproque f~™(x). On note (C^ la courbe de 


f~™ dans le même repère. 


c) Déduire de 1.b) le tableau de variation de f™. 


d) Déduire de ce qui précède les éléments géométriques de la courbe (C') et 


la tracer dans un nouveau repère. 


Exercice 7 


=% 


xX 
Soit la fonction numérique f définie sur IR par : f(x) = — = xe 
e 


f(x) 


1.a) Calculer lim f(x), lim f(x)et lim —— . Interpréter graphiquement. 
X— +00 X— —00 x> X 
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b) Calculer f'(x) où f' est la dérivée de f et vérifier que f est 


décroissante sur [1;+ 0| . 


c) Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe dans un 
repère orthonormal (O;i,j) d’unité 4cm. 
2. On considère la suite numérique de terme général U, = f(n) = = , pour 
tout entier naturel n >1. 
a) Calculer U, et U,. 
b) Prouver que la suite (U, est décroissante et positive (On peut utiliser 


1.b)) puis calculer lim U.. 


c)Démontrer que : Yn € INŽ; U,,=-UÙU + — (*) 


3. Pour tout entier naturel n > 1on pose: S, =U, +U, ++-+U,. 


s; PAREI: -1 e 
a) En utilisant légalité (*) prouver que : S, = U, + 
e—1 (e—1) 


do. 
e 


b) Déduire de ce qui précède: lim S. 


n— +00 


Exercice 8 


On considère la fonction numérique f définie par : f(x)=x+2+e". Soit 


(C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j) d’unité 


icm. 


1.a) Calculer lim f(x) et lim f(x). 
X—}—00 X—>+00 


b) Calculer et donner une interprétation graphique de : 


. . f(x 

lim (f(x)-(x+2))et lim 1G) : 

x—>—o0 x>+o0 X 
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2. Dresser le tableau de variation de f. 


3. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on 
déterminera. 


4. Montrer que l’équation f(x) =0 admet une unique solution œ puis 
vérifier que —2,5 < a < —2. 
5. Construire les courbes(C)et (C') représentant respectivement la 
fonction f et sa réciproque f™ dans le repère (O;i, j). 
6.a) Déterminer la primitive F de f qui vérifie : F(0)=0. 

b) Soit A(a) laire du domaine plan limité par la courbe (C), l’axe des 
abscisses et les droites d’équation respectives x = & et x=0. 


6-2a-a°? 


Calculer A(a) en fonction de a . Montrer que A(a) = ; 


7.a) Déterminer une équation de la tangente (T) à (C) au point d’abscisse 
X, =. 


—1 
b) Vérifier que : (£71)'(0) = —. 
a+ 


8. On considère la fonction numérique g définie par : 
g(x)=In(x+2+e"). 
a) Déterminer l’ensemble de définition de g. 
b) Dresser le tableau de variation de g. 


c) Construire la courbe (T)de g dans un nouveau repère orthonormé 


(O; i,j) $ 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


1) L’équation e* —-e* -6=0 


Posons e* =t avec t > 0 . Alors l'équation e™ —e* -6—0 se ramène à une 
équation du second degré: t*-t-6=0 . Les solutions de cette équation 
sont t,=3>0 et t,=-2<0. La dernière solution est négative, donc 


rejetée car pour tout réel x on a:e*>0 . Ona e" =3<&x=ln3. On en 
déduit que l'équation admet une unique solution : x=In3. 


2) L’équation 3e*+17e™ —20 = 0 
Muitiplions par e* ; L'équation devient 3e™ — 20e*+17 =0. 
On pose de même e* =t avect>0. 


Alors l'équation 3e” — 20e*+17 =0 devient 3t° — 20t+17 = 0. 
i | : 17 
Les solutions de cette équation sont t; =1>0 et t, = rs > 0. 


Onat,=i1se =1Sx=In1=0 et t= oe- Tex 


1 
D’où l’ensemble de solutions : S = {on n) : 


Corrigé 2 


5e” — 2e" 


exe” 


5e* — 2e" 


x+y 
e 


6 


4 
Le système | 6 s’écrit également | 


On pose a =e et b=e", avec a et b strictement positifs. Le système est 


 - 2 Sa—-2b = 4 
alors équivalent à : 
ab = 6 
. Sa—-2b = 4 
Ce qui donne 
Sab = 30 
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Par suite (2b + 4)b = 30 
Donc (b+2)b =15 
Soit b°+2b-15=0 


Cette équation est une équation du second degré. Ces solutions sont b =3 
et b=-5. Mais b doit être strictement positif, donc la solution b =-5 ne 
convient pas. On a donc b=3. On remplace pour calculer a: 


Sa-2b=4& a= 2%, Done ae soit a = 2. 


Comme (a,b) = (2,3) © (e*,e")= (2,3); on en conclut que 


(x, y) = (In 2,1n 3)est l’unique solution du système. 


Corrigé 3 


Pour lever l’indétermination on procède à des changements d’écritures ou 
de variables pour faire apparaître des limites usuelles. 


In(1 + e* 
1) On écrit f(x)= a et on procède à un changement de variable en 
lIn(1 +t 
posant t = e* . Alors (x > —œ) © (t — 0*) et lim f(x) = lim CE =i: 
X—>—00 t—0* 


(limite usuelle). 


1 
rg 


2) On écrit g(x)= L : a 
x 1 
x? 


: . 1 . 1 
D’une part, on sait que lim — = + et lim — = —œ. 
x>0t X x—07 X 


1 
D’autre part si on pose t = — , alors (x — 0)  (t — +) et on obtient : 
xX 


1 


t 


0 E 
lim = lim — = +0 ; (limite usuelle). 
x>0 I t>+ t 
E 
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Conclusion : 
Par produit : lim g(x) =+c et lim g(x) = -. 
x—0* x—07 


e—-1 e-i 1 
X 


3) On écrit h(x) = = A 
x(x +3) X X+3 


{5 1 1 
e= =1 , (limite usuelle) et lim So 
x x0x+3 3 


On a lim 
x—0 


1 
On en déduit que lim h(x) = 3 è 


Corrigé 4 


1.a) Calcul de limites : 


lim f(x) = lim 


X—>—00 X——0 


x’ —2x+1 


1 
= lim — (x° -2x + 1) 
e 


X— —00 


= +00 


En effet, 


1 
lim e* = 0* = lim — = +0 


X——0 x @ 


et lim (x? -2x+1)= +0. 


x—>—0 


f 29x41 
lim f(x) = lim =i 
x>- X X——00 xe 


1 
= lim — (x? -2x +1) 
x>- xe 


= —00 
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1 
En effet, lim xe* = 07 > lim——=- et lim(x?-2x+1)=+00. 


X—>—00 x—-0 Xe X—>—00 
Interprétation graphique : 


La courbe C admet une branche parabolique de direction (Oy) au 
voisinage de —-c. 


b) Calcul de lim f(x) : 
XD +0 


n 


X 
On reconnaît les limites usuelles lim e* = 0*, lim — = 0* dans la limite de f 


x> +00 X—> +00 e 
en +0 : 
| >. x —2x+1 
lim f(x) = lim —— 
X— +00 X— +00 e 
2 

X x 1 
X— +00 e e e 


Interprétation graphique : 
La courbe C admet une asymptote horizontale d’équation y =0 au 


voisinage de +. 


V-a _ (2x-2)e* - (x° -2x +1)e* 


2. f(x) = f' 
a) f(x) (6.9) > 
NS PS à 
(e`) 
sioj- —x"+4x-3 


X 


=> f'(x) = (x? -4x +3)e™ 


Enfin : f'(x) =-(x—1)(x-3)e™. 


b) Le signe de f'(x) est le signe contraire de (x—1)(x-—3). 
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Donc f'(x)2> 0 © x e[1;3]. 


f'(x)=0 < (x=1o0ux=3) etona: 


D’où le tableau de variations de f : 


f(1)=0 et f(3)= 4e”. 


Essebil Au Bac 


02_Maths SN 2 Inner.indd 93 


Fonctions exponentielles 


Horma Hamoud 


15/02/21 1:48 pm 


b) Le nombre de solutions de l’équation f(x) =m est le même nombre de 


points d’intersection entre la courbe (Cjet la droite horizontale A, 


d’équation y =m. 


D’après la représentation graphique de f, on déduit le tableau suivant : 


valeurs du | nombre d’intersections nombre de solutions 
paramemem de (Cet A, de l’équation f(x) = m 
m <0 Pas d’intersection 0 

m = 0 Une intersection (tangente) 1 solution double 

0 < m < 4e” 3 intersections 3 solutions différentes 
m = 4e 2 intersections 2 solutions différentes 
m > de Une seule intersection Une unique solution 
Corrigé 5 


La fonction numérique f est définie sur R par: f(x) =(x+2)e". 
1) Calcul de limites 


lim f(x) = lim (x + 2)e* = lim xe* +2 lim e* = 0 


x——00 


Interprétation graphique : 


La droite d’équation y = Oest une asymptote horizontale à la courbe T° de 


f au voisinage de —œ. (C’est l’axe des abscisses) 


lim f(x) = lim (x + 2)e* = (+00)(+00) = +00 


in -im os) à 
X 


X—> +00 X xXx> +00 


Interprétation graphique : 
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La courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction (Oy) au 


voisinage de +0. 


2) Dérivée et variation de f : 

On a f(x)=(x+2)e" = f '(x)=e* +(x+2)e" 

f'(xX) = (x+3)e" 

Le signe de f'(x) est celui de (x + 3) car pour tout réel x, e“ >0 . 


Ona f'(x)=0 © x=-3 et f(-3)=-e*. 


X —0 -3 +00 
f'(x) - 0 + 
0 +00 
f(x) `N, P 
-e° 


3) Intersections avec les axes : 
Avec (Ox) : On résout l’équation f(x) = 0 
(x+2)e =0 
x = —2 


Alors (C) coupe (Ox) au point : (—2;0) . 


Avec (Oy) : On calcule f(0), on trouve f(0) = 2e° =2. 
Alors (C) coupe (Oy) au point (0;2). 
Les points précédents sont placés sur la figure. 


Construction de (C): 
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4.a) Ona f'(x)=(x+3)e = f'(x)=(x+2)e" +e” 

Alors, pour tout réel x on a :f'(x)=f(x)+e*. 

On en déduit que f(x) =f'(x)—e* 

D'où, la fonction F(x)=f(x)—-e” est une primitive de f sur R 
Soit F(x)=(x+2)e" —e* =(x+1)e". 


b) Le domaine plan délimité par la courbe (C) et les axes de coordonnées 
est, d’autre part, limité par la courbe (C), l'axe des abscisses et les droites 


d’équations x =—2 et x=0 
Comme f est continue et positive sur l’intervalle [2,0], Paire S du 


domaine en question est calculée par : 
s= ["f(x)d 
= [2 (x)dxxua 
S =(F(0)-F(-2))xua 
S = (e° - (—e?))xua 


S=(1+e”)xua 
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L’unité de longueur est 1cm, donc l’unité d’aire est ua =1cm’. Donc 
S=1+e” cm’ 


5) La suite numérique (U,) est définie par son terme général : U, = (| 1) ; 
n 


Sur l’intervalle [0, +00[ , la fonction f est strictement croissante. 
: 1 1 1 1 
Pour tout entier naturel n > 1, on sait que — <— . Alors ( — ) < ( 1) 
n+1 n n+1 n 


Donc U, < U,- D’où la suite (U,) est décroissante. 


n+1 


b) En posant ue ,0n a (n> +œ) (t—0*)et: 
n 


1 
lim U, = lim 1h = lim f(t) =f(0)=2 car f est continue en 0*. 
n t—0* 


n— +00 n— +00 


Corrigé 6 


. 
X 


La fonction f est définie par f(x) = i e 
+e 


=0* car lim e* =0* 


1+e* Ei 


1.a) lim f(x) = lim 
X—>—0 X——00 


X 


lim f(x) = lim 
X—> +0 


x>+0 ] + e* 

= lim —— 
x> +40 

zt 1 
=1 
PES" PO OPEN 
car lim e =+0 > lim —=0 
X—+00 X—+0 @ 
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Interprétation graphique : 

lim f(x)=0* = (C)admet une asymptote horizontale d’équation y=0au 
voisinage de -w. 

lim f(x)=1=> (C) admet une asymptote horizontale d’équation y=1 au 
voisinage de +. 


b) f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables. 


x 


p 1 X — X x : 
f'(x) = ee) a ai soit f'(x) "R On constate que f'(x)>0 pour 
(d+e*) (1+e') 
tout xeR. Donc f est strictement croissante sur R. 
X | =% +00 
fP + 
f | 1 
0 


2.a) Une équation de la tangente T à C au point Q d’abscisse 0 est du type 


y=f'R)a-x,)+f(x,) 
| 1 1 
Donc T : y=f'(0)(x)+f(0) soit y = Iy 
: : ; 1 
b) Le point Q d’abscisse 0 a pour ordonnée f(0) = i 


Vérifions une égalité du type f(2a-x)+f(x)=2b avec (a,b)= 02 


Comme a=0,ona:2a-x=-xeD,;VxeD, car D,=R,et 
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f(2a-x)=f(-x) 


—X 


_ 
1+e™ 


e™ e* 
= ET + 
l+e e 
1 


e* +1 


Donc , f(2a- x)+f(x) = + 


+= ce qui donne 
l1+e e +1 


1+e* 
e +1 
=1 


f(2a-x)+f(x)= 


=2b 


1 ai 
D’où r est un centre de symétrie de la courbe (C). 


: 1 sn A 
Le point ne LPS, est un centre de symétrie appartenant à la courbe d’une 


fonction dérivable. Donc (0,2) représente aussi un point d’inflexion de 


cette courbe. 


c) La tangente à C à son point d’inflexion traverse cette courbe. Alors la 


position relative de (C) et (T) change au point Q . 


FD sro e 
(+e') te) 
sp tre 2 
(+e)? 
TE Ci | 
Ds {+e*} 


Le signe de la dérivée seconde est celui de (e* —1) 
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pour x<0 on a e* -1<0, donc la courbe C est au dessus de T :(C/T) ; 


pour x>0 on a e*-12>0, donc la courbe C est en dessous de T : (T/C). 


3.a) Courbe de f : 
y 
34 
2 L 
3 ya 
el 
A à -2 -1 0 1 2 3 4x 


d) L’aire A du domaine plan limité par la courbe (C), les axes des 


coordonnées et la droite d’équation x=1 est exactement limitée par la 
courbe (C), l’axe des abscisses , et les droites d’équations x=0 (l’axe Oy), 


et x=1. 


La fonction f étant continue est positive sur l’intervalle [0,1] : 
Par conséquent, l’aire A est calculée par l’intégrale : A = fit (x)dx 


u'(x) 


u(x) 


On reconnaît dans l'écriture de f(x) le modèle : f(x) = , avec 


u(x) = e'+1. Or, pour tout x réel, e*+1 > 0 donc la fonction 


F(x) = In(e” +1) est une primitive de f. 
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À = f fœ ax 


A = [me +17 


A=In(e+1)-In2 


a= (#2) 
2 


A=0,62 unité d’aire. 
On a li] = lil = 1 cm, donc une unité d’aire est HE lil =1cm°. 
Par suite A = 0,62 centimètre carré. 


4.a) Ona: 


f est continue et strictement croissante surR, avec f(R)= ]0:1] 
Alors f :R —>J est bijective avec J = ]0,1|. 
b) Pour exprimer f"'(x), on pose y=f(x) avec ye]0,1[ 


Ona: 


= -© yA+e')=e" 
1+e 


D’où == 1n|; = 


} x e ]0,1[ 


c) Le tableau de variation de f™ se déduit directement de celui de f : 
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x 0 1 

Tel + 

f! | 
—00 


d) La courbe (C') est symétrique à (C) par rapport à la droite d’équation 


y=x . En effet: 

La courbe (C) La courbe (C°) 

Admet une asymptote | Admet une asymptote 
horizontale d’équation y =0 , | verticale d’équation x=0 , 
(axe (Ox)) (l’axe (Oy)) 

Admet une asymptote | Admet une asymptote 


horizontale d’équation y =1 | verticale d’équation x =1 


1 1 
Coupe (Oy) au point 0) Coupe (Ox) au point cal TL 


1 1 
Admet leu point (057) Admet leu point C0 


comme centre de symétrie comme centre de symétrie 
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Corrigé 7 


La fonction f est définie par : f(x) = a =xe™. 
e 


1) Calcul de limites : 


X 1 
lim f(x) = lim — = lim — = 0* 
X—>+00 x—+0 @ x—+0 @ 
e™ e' 
lim f(x) = — lim — = — lim — = —-c 
X—>—00 X——0 —X t>+ t 
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f(x 1 
lim w lim — = lim — = + 
x>- Xx x ẹe* tot 


X 


2 ss : 3 . € 
(On reconnaît les limites usuelles lim e* =0*, lim — = +0). 
X—>—00 X—+0 X 


Interprétation graphique 


La courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation 


y = 0 au voisinage de +, et une branche parabolique de direction (Oy) au 
voisinage de —c. 
b) La dérivée : 


X X 


€ =X¢ 
w= 
&) (e*) 
ro ED 
e xe 
mo 


Le signe de f ’(x) est celui de son numérateur (1-—x), car e* > 0 pour tout 


réel x. 


Comme pour tout x de l'intervalle [1;+c[ , on a 1-x <0 ; donc sur cet 


intervalle f'(x) < 0. 


On en déduit que f est décroissante sur [13+00[ : 
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c) Tableau de variation de f 


2) La suite (U,) est définie pour tout entier n > 1 par son terme général 


n 
U, = f(n) =- 
e 
Essebil Au Bac 7D Fonctions exponentielles Horma Hamoud 105 


02_Maths SN 2 Inner.indd 105 15/02/21 1:48 pm 


a) Calcul de termes : 


b) Nous savons d’après la question 1.b) que f est strictement décroissante 


sur [13+c0[ . Alors pour tout n >1,0na: 
n<n+i—=f(n)>f(n+1) car la fonction décroissante inverse l’ordre. 
C'est-à-dire que pour tout n >1 on a U, > Un- 


Alors la suite (U,) est décroissante. 


n 
D'autre part U, > 0 car rapport de deux positifs : U, = — . 


n n 


On peut remarquer aussi, d’après le tableau de variations de f, que pour 
tout x>0, f(x) > 0. Comme U, =f(n) etn>0, U, >0. 


lim U, = lim f(n) = 0 . (Limite calculée au 1.a) 
n— +00 


n—> +00 


c) Pour démontrer que pour tout n e N* : U,,=-U,+—— © 
e e 


ona: U,,=fm+1) 


1 1 
U, = -(U, +=) 
e e 
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3) Pour tout entier n21 ; S, =U, +U, +...+U, 


D’après légalité (*) on a: 


1 1 
U, =-U i t> 

e e 

1 1 
U, =-U,+— 

e e 

1 1 
U, =-U,; +- 

e e 

1 1 
U=- Ua n 

e 


En sommant membre à membre ces égalités : 


1 1 1 
U, +U, +...+U, =-(U, +U, +...+U, i) tzt tet 
e e e e 
1 1 1 1 
soit S, U, = (S, U, )+ 2 + 3 RAR 
e e e e 


1 1 
Comme la partie — +- +::-+—; représente la somme de (n —1) termes 
e e 


3 
e 


1 1 
consécutifs d’une suite géométrique de premier terme — et de raison —, 
e e 


donc: 
1 1 
+ Le Mer 
e e e e y_1 &-e 
e 
1- 1 


1 1 1 
Or U,=-,donc S ,--=-(S,-U,)+— £ 
e e e e 
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1 n—1 
(1—-)S, = U, + —< 
e e E —€ 
1 
-1 -1 1 DP 
DS, =£ --U, +— Ê 
e Ce: —€ e e —€ 
1 
ni 
CSS, = 0, +— Ê 
e e —€e 
1 
e-1 1 1 
ČS, =-"U, 
e e e—1 
1-1 
SR à 


ei. 
e—1 


(=D + 


<1. 


b) On sait que 


1 
Cela entraîne que lim (1——)=1 
n—+00 e 


OR 
no (e—1) e" (e-1) 


e 
Or lim U =0, donc lim S = ————. 
1m n n (e—1) 


n— +00 N—>+00 
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Corrigé 8 


La fonction numérique f est définie par : f(x)=x+2+e". (C) sa courbe 


représentative dans un repère orthonormé (O;i, j) d’unité 1cm . 
1.a) Ona: 


lim (x +2) =—o et lime =0*. Alors lim f(x) =—. 


X—>—00 


lim(x+2)=+0 et lim e* = +0. Alors lim f(x) =+«. 


X—>4+00 X—>+00 
b) On a: lim(f(x)—(x+2))= lim e* =0* 


Interprétation graphique : 
La courbe (C) admet une asymptote oblique d’équation y=x+2 au 
voisinage de —co. 


f +2+e 2 e 
w Sem E ma a ea 
X—> +00 x X—> +00 x x> +00 X X 


Interprétation graphique : 
La courbe (C) a une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage 
de +o. 


2. Tableau de variation de f 


f'(x)=1+e*. Donc f'(x)>0 pour tout x de R. Alors f est strictement 


croissante sur R. 
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3. La fonction f réalise une bijection de R sur R car : 


f est continue sur R ; 


f est strictement croissante sur R ; 


f(R)=R. 


4. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, puisque : 


f est continue sur R ; 


f change de signe sur R. 


Alors l’équation f(x) = 0 admet une solution œ dans R . 


Cette solution est unique car f réalise une bijection de R sur R. 


En utilisant la calculatrice on trouve f(—-2,5)=-0,418 et f(—-2)= 0,135. 


Donc f(-2,5)-f(—2) < 0. D’où —-2,5 <a <—2. 


5. Construction : 


Les courbes(C)et(C')sont symétriques par rapport à la droite d’équation 


y=x: 


La courbe (C) La courbe (C°) 

Admet une asymptote oblique | Admet une asymptote oblique 
d’équation y=x+2 au | d’équation x=y+2 au 
voisinage de —c0 voisinage de —c0 

Admet une branche | Admet une branche 


parabolique de direction (Oy) 
au voisinage de +. 


parabolique de direction (Ox) 
au voisinage de +. 


Coupe (Oy) en (0,3) 


Coupe (Ox) en (3,0) 


Coupe (Ox) en (a,0) 


Coupe (Oy) en (0, a) 
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‘ 1 ; 
6.a) Comme les fonctions x > 5" +2x et x> e* sont respectivement des 
primitives sur R des fonctions x> x+2 et x> e* ; on déduit que la 
‘ ps 1 x s ; 
fonction F définie par F(x) = 5“ +2x+e*+k où k est un réel quelconque, 


est une primitive de f sur R. 


Si F(0)= 0 , alors on a 1+k = 0, d’où k = -1 et on obtient : 
1 2 x 
FOX +2x+e —1 


b) Soit A(a) Paire du domaine plan limité par la courbe (C), l’axe des 


abscisses et les droites d’équation respectives x = & et x=0. 


Pour calculer, en fonction de a, Paire A(a) du domaine plan limité par la 


courbe C, l’axe (Ox) et les droites d’équations x = 0 et x=a où a est la 
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solution de l’équation f(x) = 0 ; on constate que f est continue et positive 


sur l’intervalle [a; 0] . Alors : A(a)= f fœ dx 


A(a)=F(0)- F(a) = -F(a) 
donc : A(a)= Zo +2a+e*-1. 


Puisque a est la solution de l’équation f(x)=0; on a a+2+e* =0, alors 


e*=-a-—2. 
1 1 2 B 
F(a)=70 +2a+(-a-2)-1=5 a +a-3 d’où F= TPE 
2 
Comme A(a)=-F(a), on trouve ao I. 


7.a) Une équation de la tangente (T)à (C)au point d’abscisse x, = est 


donnée par : y =f '(a)(x-a)+f(a). 

On a f'(a)=1+e" et f(a) = 0, d’où l’équation de T : 
y=(1+e (x-a) soit y=(1+e")}x—-a(1+e"). 

Comme e” = —a — 2, on obtient l’équation suivante de T : 


y=-(1+a)x + a(1 +a) 


b) On sait que (£™)'(x) = TT . 


Donc (£!)'(0) = 'Œ(0) 


Comme f(a)=0, on a (f™)(0) =a . Donc (£™)'(0) = 


1 
f'(a) 


Comme f'(a)=1+e*, ona (f™)'(0)= 


. 
a 


l+e 


Mais f(a) = 0 implique a+2+e" =0, donc (a+1)+(1+e")=0. 
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1 


Alors 1+e*=-(a+1) et = 
1+e* —(a+1) 


Conclusion : (f')'(0)= — . 
a+1 
8. La fonction numérique g définie par : g(x)=In(x+2+e), 
a) On remarque que g(x) = In(f(x)). 
Donc g est définie si f(x) > 0. 
D’après le tableau de variation de f on a : f(x)> 0 © x> a. 
D’où l’ensemble de définition de gest D, = ]a, +]. 
b) On à : 


lim f(x) = 0* > lim g(x) = lim Int = —0 
xat xosa" t—0* 


lim f(x) = +00 > lim g(x) = lim Int = +0 
X—>+00 t—+00 


X—>+00 


Comme f est dérivable et strictement positive sur D, = Ja, +| , la fonction 
g est dérivable sur D, = Ja, +| „et g'(x)= O à 

On sait que f'(x)>0 et f(x)>0 sur D, = Ja, +f. Alors g'(x)>0. Donc 
g est strictement croissante sur D, = lo, +00 : 

Remarque : 


On peut remarquer que la fonction g est la composée de deux fonctions 
croissantes : x> f(x) et xe Inx. 


Donc g est croissante. 
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Tableau de variation de g : 


c) Pour la construction de la courbe (T)de g , on a: 
lim g(x)=—%, donc la courbe I’ admet une asymptote verticale 
XD 


d’équation x = a. 


2 2 
On peut écrire : g(x) = ln en 1)=x ni + 1) 
e e e e 


lim (g(x)- x) = lim n(* + 2 +1)=0 
X—>+00 X—>+00 e e 


Alors la courbe I admet une asymptote oblique d’équation y=x au 


voisinage de +00. 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


e* 
e—1 


Soit (C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i, j) 


On considère la fonction numérique f définie sur R* par : f(x) = 


d’unité 1cm. 


1.a) Calculer lim f(x), lim f(x), lim f(x) et lim f(x). 
x—0* x—07 X—>—00 X—>+00 


b) En déduire que la courbe (C) possède trois asymptotes dont on 


donnera des équations. 


2.a) Calculer la dérivée de la fonction f et vérifier que pour tout x non 
-f 

nul: f'(x)=— @ : 
e —1 


b) Dresser le tableau de variation de f. 


3.a) Montrer que la fonction g restriction de f sur I= 10, + réalise une 


bijection de I sur un intervalle J que l’on déterminera. 


b) Déterminer l’expression de la réciproque g™ de g. 


1 
4.a) Montrer que la courbe (C) possède le point S2(0,:) comme centre de 


symétrie. 


b) Construire les courbes(C)et (C') représentatives des fonctions f et 


og"! dans le repère (O:i, j). 
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Exercice 2 


On considère la fonction f définie sur R par f(x)=2x+(x-1)e". Soit (C)sa 


courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i,j). 


Partie A : étude d’une fonction auxiliaire 


Soit g la fonction définie sur R par g(x)=2+xe". 


1) Dresser le tableau de variation de g. 
2) En déduire le signe de g (x) pour tout réel x. 


Partie B : étude et représentation de la fonction f 
1.a) Calculer lim f(x). 


b) Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote à la courbe 
(C) au voisinage de —-c 
c) Etudier la position de (C) par rapport à (D). 


f 
2) Calculer lim f(x) , lim ni et interpréter graphiquement. 
X—>+00 X—D+0 X 


3.a) Calculer f(x) puis, à l’aide de la partie A, dresser le tableau de 
variation de f. 

b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on 
déterminera. 

c) Montrer que l’équation f(x)=0admet une solution unique xo dans R. 


Vérifier que 0,4 < xo < 0,5. 


4.a) Déterminer les coordonnées du point A de la courbe (C) où la tangente 
T à la courbe est parallèle à l’asymptote (D). Donner l’équation de T. 

b) Tracer (C) , T et (D). 

c) Discuter graphiquement le nombre de solutions de l'équation 


x—-l-me™ =0. 
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Exercice 3 


On considère la fonction f définie sur R par f(x) = =r . On note (C) sa 
e —x 


courbe représentative dans le plan rapporté au repère orthogonal 
(O ; i, j), l'unité graphique est 2 cm sur l’axe des abscisses et 5 cm sur 


l’axe des ordonnées. 
Partie A 
Soit g la fonction définie sur R par g(x)=e" -x-1. 
1. Etudier les variations de la fonction g sur R . En déduire le signe de g. 
2. Justifier que pour tout x, e —-x >0. 
Partie B 
1. a. Calculer les limites de la fonction fen +% et —c. 
b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 
2. a. Calculer f'(x), f désignant la fonction dérivée de f. 
b. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation. 


3. a. Déterminer une équation de la tangente (T) à la courbe (C) au point 
d’abscisse 0. 


b. A l’aide de la partie A, étudier la position de la courbe (C) par rapport à 
la droite (T). 


4. Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (C). 
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Exercice 4 


On considère la fonction numérique f définie par: f(x)=2x-1+2e". Soit 
(C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i,j) d’unité 


Icm. 


1.a) Justifier que lim f(x) =-w et lim f(x) = +0. 


b) Calculer et donner une interprétation graphique de : lim (f(x) —(2x-1)) et 


f 
lim w . 
X— +00 x 


2.a) Dresser le tableau de variation de f. 


b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on 
déterminera. 


c) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans R une unique solution a 


puis vérifier que -0,3 < a < -0,2. 


3) Construire les courbes (C)et (C') représentant respectivement la 


fonction f et sa réciproque f~ dans le repère (O;i,j). 


4.a) Déterminer une équation de la tangente (T)à (C) au point d’abscisse 


X, = 0. 


1 
—20+3° 
5) On considère la suite numérique (U,) définie pour tout entier naturel n 


b) Vérifier que : (f')'(0) = 


par : U, =f(n) 

a) Montrer que (U,) est la somme de deux suites : une arithmétique et une 
géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison. 

b) On pose S, =U,+U, +...+U, . Donner l’expression de S, en fonction de 


n. Calculer lim S, . 


n—> +0 
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Exercice 5 


Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x)=e *""+3x-1. 
Soit (C)sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i,j). 


1.a) Calculer lim f(x) , lim (f (x) -(3x - 1)) et interpréter graphiquement. 


f 
b) Montrer que lim f(x) =+ et lim A = —00 interpréter 


x> X 


graphiquement. 


2.a) Calculer la dérivée f '(x)et étudier son signe. 
b) Dresser le tableau de variation de f. 


3.a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions cet 
B. Vérifier que —1,3 < à < —1,2 et 0,2<ß<0,3. 


b) Représenter la courbe (C). 


4) On définit les suites (U,)et (V,) pour tout entier naturel npar : 
U, =e™" ,V =3n-1. 


a) Démontrer que la suite (U, )est géométrique décroissante. 

b) Démontrer que la suite (V )est arithmétique croissante. 

c) Les suites (U, )et (V,) sont- elles adjacentes ? Justifier. 

5) Pour tout entier naturel n on pose : S, =f(0)+f(1)+f(2)+...+f(n). 


a) Calculer S, en fonction de n. 


b) Calculer lim S, et lim Sa . 


n—> +0 n> +00 n 
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Exercice 6 


Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (x° +2x+1)e* 


Soit C sa courbe représentative dans le repère orthonormal (0;i,j) d’unité 


Icm. 


1.a) Montrer que lim f(x)=0 . Interpréter graphiquement. 


b) Montrer que limf(x)=+0 et calculer lim 10, Interpréter 
X—>+00 0. X 


x> 


graphiquement. 


2.a) Calculer f'(x et vérifier que la courbe C admet deux tangentes 


horizontales que l’on déterminera. 
b) Dresser le tableau de variation f. 


3) Déterminer l’intersection de C avec les axes des coordonnées puis 


construire C dans (O;i,j). 
4) Soit g la restriction de f sur l’intervalle [o ; +od . 


a) Montrer que g réalise une bijection de [0;+{ sur un intervalle J que 


l’on déterminera. 


b) Donner une équation de la tangente T à C au point d’abscisse O et 
calculer (g”')'(1). 


5.a) Déterminer les réels a, b et c tels que la fonction définie 
par F(x) = (ax? +bx+c)e* soit une primitive de f sur R. 


b) Calculer laire du domaine plan délimité par la courbe C , l’axe des 
abscisses et les droites d’équations respectives x =-1 etx=0. 
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Exercice 7 


Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = In(e?* —-e* +1) 


Soit (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O ; i, j) : 


1) Montrer que pour tout réel x on a : e™ —e* +1> 0, En déduire le 


domaine de définition de f. 


2.a) Calcuer lim f(x) et interpréter graphiquement. 
b) Calcuer lim (f(x) —2x) et interpréter graphiquement. 


3) Dresser le tableau de variation de f. 


4.a) Donner une équation de la tangente T au point de (C) d'ordonnée 


nulle. 


b)Tracer la courbe (C) dans le repère (0 ; i, j) a 


5) Déterminer le nombre de solutions réelles de l'équation d'inconnue x : 


7 
e% —e P par deux méthodes : 


a. par le calcul, 


b. en utilisant la courbe (C). 


Exercice 8 


1. On considère la fonction numérique g définie sur R par : 


g(x) = xe' —-e* —1. 


a) Calculer lim g(x)et lim g(x). 
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b) Calculer g'(x). 
c) Dresser le tableau de variation de g. 


d) Montrer que l’équation g(x) =0 admet une unique solution a dans R et 


que 1,2<a<1,3. 
e) En déduire le signe de g(x) sur R. 


2. On considère la fonction numérique f définie sur R par: 
f(x)=(x-—2)(e* —1) et soit (C)sa courbe dans un repère orthonormé (O;ü,v) 


d’unité 2cm. 


a) Calculer les limites suivantes et en donner des interprétations 
graphiques : 


lim T) 


X—> +00 x 


et lim (f(x)—(-x+2)). 
b) Calculer f'(x) et en déduire les variations de f on utilisera 1.e). 


(2-0) 


c) Montrer que sr Pas en déduire une valeur approchée à 
-a 


10” près de f(a). 


d) Déterminer les points d’intersection de (C)avec les axes des 


coordonnées. 


e) Construire la courbe (C). 


f) En utilisant une intégration par parties, calculer en cm°, Paire du 
domaine plan délimité par la courbe (C), l’axe des abscisses et les droites 


d’équations respectives x = 0 et x=2. 
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Exercice 9(Traduit) 


Soit f la fonction définie sur IR par: 
f(x) = (x? —2x + 1)e* 


Soit C sa courbe représentative dans le 


repère orthonormal (0;i,j) d’unité 


Icm. 
l.a) Calculer lim f(x), interpréter 
graphiquement ; 
f 
b) Calculer lim f(x)et lim 2, 5 
X— +00 x>+0 X 


interpréter graphiquement. 


2. Calculer f'(x) et vérifier que C admet 


deux tangentes horizontales que l’on 
déterminera. 


3. Dresser le tableau de variation f 


4. Déterminer Pľintersection de C avec 
les axes des coordonnées puis construire 


C dans (0;i, j). 


5.a) Déterminer les réels a, b et c tels 
que la fonction définie 
par F(x)= (ax? +bx+c)e* soit une primitive 
de f sur IR. 


b) Calculer laire du domaine plan 
délimité par la courbe C , l’axe des 
abscisses et les droites d’équations 
respectives x=0 et x=1. 


Las IR 4e iial f iadi Al osi 
. fx) = (x? -2x+1)je* it 


LH Jiaall illl iaia (C) As 
aisa (O;i, j) PBH aili gaua gå 
.Lcm 


Lits jds lim f(x) =a (a.1 


f(x) 


lim —— 3 lim f(x) =—-l (b 
X—>+00 X X— +00 
ils jui s 


Gé fA f'(x) Aiid quai (2 
ill pij Gaules Ji C iaid dj 
Lan Lis 


LS Jaa pu (3 


GI En C iail ARLES dia (4 
. (031, j) ca È Alfa ph clin 


day ç cb ca Aaaa aat os (a.5 
F(x) = (ax? +bx + ce" À gyi 
IR Gi fN ihai 


À giuall À ihia Labs gima (b 
Jg C l Css 8 y gmamall 
Lan lililes cuit aiall g Jhal gill 

.x=1 5x=0 
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I. RESUME DE COURS 


A) Introduction 
e Une équation différentielle est une équation dans laquelle l’inconnue 
est une fonction f. De plus, cette équation fait intervenir la fonction f 
ainsi que ses dérivées, d’où le terme différentiel. 
e Les équations différentielles apparaissent naturellement dans de 
nombreux domaines : physique, électricité, biologie, évolution des 
populations, modélisation informatique... 


B) L’équation y'+ay =0, (a réel). 

1.Définitions 

L’équation différentielle y'+ay=0, (a réel) est appelée équation 
différentielle homogène du premier degré. 

Une fonction f est solution de l'équation différentielle y'+ay =0 sur un 
intervalle I si f est dérivable sur I telle que f'(x) + af(x) = 0, pour tout x de 
I. 


2. Solutions générales 
Les fonctions solutions générales sur un intervalle I de l'équation 
—ax 


différentielle y'+ay = 0 sont les fonctions définies sur I par y(x) = Ae™ où 
A est un réel quelconque. 


3. Solution particulière 
Il existe une unique solution de l'équation différentielle y'+ay = 0 


satisfaisant la condition initiale y(x,)=y,. C’est la fonction 


—a(x—x,) 


y = yie 
Cette fonction est appelée solution particulière de l’équation. 


C) L’équation y"+ay'+by =0, (a , b réels). 
1. Définitions 


L'équation différentielle y"+ay'+by =0 où a et b sont des réels est appelée équation 


différentielle homogène de second ordre sans second membre. 
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L’équation caractéristique de l'équation différentielle y"+ay'+by =0 est l’équation 


r'+ar+b=0, d’inconnue reRou C. 


2. Solutions générales 


La solution générale de l’équation différentielle (ED) : y"+ay'+by =0 est donnée 


suivant les solutions de son équation caractéristique (EC) comme l’indique le 
tableau suivant (A,B réels quelconques) : 


A = a? —4b Solutions de l'(EC) Solution générale de l'(ED) 
A>0 r,LER;rér, y(x) = Ae'* + Be”* 

A=0 reR y = (Ax + B)e™ 

A<0 a+iB,a-ifeC ;a, BER y(x) =e"(AcosBx+Bsinfx) 


3. Cas particuliers 


Equations différentielle Solution générale de l'(ED), A, BeR 
y"=0 y(x) = Ax+B 

y" w'y =0 y(x) = Ae™ + Be™ 

y"+w’y=0 y(x) = Acos wx + Bsin wx 


4. Résolution avec des conditions initiales 

Théorème 

Il existe une unique fonction solution de l'équation différentielle y "+ ay '+ by = 0 
satisfaisant les conditions initiales : Y(x,)=Y0; Y'(Xo) = Yo"; Xo>Yoct 


Yo ' étant des réels donnés. 


D) Equations à second membre 


1. Définitions 
L’équation différentielle (E) : y'(x)+ay(x)=u(x) où a est un réel constant et 
u une fonction, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre 
avec second membre. 
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L’équation (E,) : y'(x)+ay(x)=0 est appelée son équation différentielle 


homogène associée (sans second membre). 


L’équation différentielle (E) : y"()+ay')+by()=u(x où a et b sont des 


réels constant et u une fonction, est appelée équation différentielle linéaire 
du deuxième ordre avec second membre. 


L’équation (E,) : y"()+ay'()+by(x)=0 est appelée son équation 


différentielle homogène associée (sans second membre). 


2. Solution générale de l'équation différentielle avec second membre 


Théorème 
La solution générale de l’équation différentielle linéaire du premier ou du 


second ordre (E) à coefficients constants et avec second membre, est 
obtenue en ajoutant une solution particulière de (E)à la solution générale 


de l’équation différentielle homogène (E,) associée. 


Méthode de résolution 
Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ou du second 


ordre (E) à coefficients constants et avec second membre, on procédera 
donc en trois étapes ’ : 


1) Résolution de l’équation sans second membre associée (E,) ; 
2) Détermination d’une solution particulière de l’équation (E); 
3) Conclusion : la solution générale de (E) , c’est la solution générale de (E,) 


plus une solution particulière de (E) : 
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IL. QUESTIONNAIRES Æ CHOIX MULTIPLE 


QCM1 


Choisir la bonne réponse : 


1 L'équation différentielle y'+7y =0 admet pour solutions 
générales les fonctions f définies sur R par 
Réponse A Ae” ; AER 
Réponse B Ae™; AeR 
Réponse C 7e “ ;: AER 
Réponse D 7e” ; AER 
2 L'équation différentielle 3y'+ 5y =0 admet pour solutions 
générales les fonctions f définies sur R par 
Réponse A Ae™ ; AcR 
Réponse B Ae™: AcR 
Réponse C 23, 
Ae 5 ; AER 
Réponse D z> 
Ae * ; AER 
3 Parmi les fonctions laquelle est solution de l'équation 


différentielle y'+y=2x+2 ? 


Réponse A f(x)=e*+2x+1 
Réponse B f(x)=e*+x+3 
Réponse C f(x) = e" -2x 
Réponse D f(xX)=e * +2x 
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4 L'équation différentielle y "+16y =0 admet pour solutions 
générales les fonctions f définies sur R par 
Réponse A y) =A", AER 
Réponse B y(x) = Ae" +Be™, A, BeR 
Réponse C y(x) = Ae“ +Be“, A, BeR 
Réponse D y(x) = Acos4x+Bsin4x, A, BeR 
5 L'équation différentielle y "—4y = 0 admet pour solutions 
générales les fonctions f définies sur R par 
Réponse A y(x) = Ae *, AER 
Réponse B y(x)=Ae", AER 
Réponse C y(x) = Ae™ +Be™, A, BeR 
Réponse D y(x)= Acos2x+ Bsin2x, A, BeR 
6 La fonction f définie sur R par f(x)=xe* est solution de 
l'équation différentielle : 
Réponse A yY'-y= e* 
Réponse B y'+y =2e" +x 
Réponse C y'+y=(x+1)e" 
Réponse D y'=(x+1)y 
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QCM 2 


Choisir la bonne réponse : 


1 La solution particulière de l'équation différentielle 
y'—2y = 0 telle que y(3)=4 est 


Réponse A y(x) = 4e”? 


Réponse B y(x) = 4e?’ 


Réponse C y(x) = 4e 7" 


Réponse D y(x) = 4e?" 


2 La solution particulière de l'équation différentielle 
y'+3y=0 dont la courbe représentative passe par le point de 


coordonnées (4,5) est 


Réponse A y(x) = de 
Réponse B y(x) = de" 
Réponse C y(x) = 5e% 
Réponse D y(x) = 5e™™” 

3 La solution particulière de l'équation différentielle 
y "+ 4y =0 telle que y(0)=0 et y'(0)=2 est 
Réponse A y(x) = cos 2x + sin 2x 


Réponse B y(x) = cos 2x 


Réponse C y(x) = sin 2x 


Réponse D y(x) = —-sin 2x 
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4 L'équation différentielle y'=3y +2 admet pour solutions 
générales les fonctions f définies sur R par 
Réponse A y(x) = Ae? -2 „AER 
Réponse B y(x)= Ae" +2, AER 
Réponse C 2 
à yG= Ae"+7, AER 
Réponse D 2 
j ya)=Ae"-7, AER 
5 L'équation différentielle y"—y'=1 admet pour 
Réponse A équation caractéristique : r’ -r -1 = 0 
Réponse B équation homogène associée : y"—y'—1=0 
Réponse C solution particulière : y(x) = 2e +2x+1 
Réponse D solution générale : 
y = Ae'+B-x, A ,BEeR 
6 L'équation différentielle y"+9y =x+1 admet comme solution 
générale 
Réponse A 1 
f(x) = Fi +1) 
Réponse B f(x) = Acos(3x)+Bsin(3x), A, BeR 
Réponse C | 1 
f(x)= ATIRE BAGS EE, A, BeR 
Réponse D 


1 
f(x) = Ae* + Be +3&t* 1) 
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II. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Montrer que la fonction f est solution de l’équation différentielle E sur R 
dans chacun des cas suivants : 


L’équation différentielle E | La fonction f 


y'(x)+sin x = 0 f(x) = cos x 
y'-5y=0 f(x) = 3e°* 
y"-2y'™+y=0 


f(x)=(Ax+ B)e*, où A et B sont des 
réels 


Exercice 2 


Donner la solution générale de l'équation différentielle dans chacun des cas 
suivants : 


1) y'+5y =0 
2)  y™-2y=0 
3) 5y'+3y =0 


Exercice 3 


1) Donner la solution générale de l'équation différentielle y "+ 3y = 0. 
2) Donner la solution particulière satisfaisant la condition initiale y(1) = 2. 


Exercice 4 


Compléter le tableau suivant par l’équation caractéristique : 


Equation différentielle (ED) Equation caractéristique (EC) 


y"+3y'+2y = 0 


y"'-4y'+4y =0 


y"+4y'+5y =0 
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y""+9y =0 

y"-4y =0 

y"+3y'=0 
Exercice 5 


Compléter le tableau suivant : 


Equation Équation Solutions | Solution 
différentielle caractéristique de l'(EC) | générale de 
(ED) (EC) l'(ÆD) 
y"-5y'+6y =0 
y"-6y'+9y =0 
y""+4y'+13y =0 
Exercice 6 
Compléter le tableau suivant : 
Equation différentielle (ED) Solution générale de l'(ED) 
y''-25y =0 
y'""+9y =0 
ns 
y""+7y =0 
Exercice 7 
1) Donner la solution générale de l'équation différentielle : 
y"+4y'-12y = 0. 
2) Donner la solution particulière qui vérifie les conditions : 
y(0)=7 et y'(0) = 2. 
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Exercice 8 


Soit (E) Péquation différentielle : y'— y = —e* et (E,) : y'-y=0. 

1) Vérifier que la fonction définie par f,(x) = (3- x)e* est solution de (E) ‘ 
2) Résoudre l’équation différentielle (E, ). 

3) Montrer que la fonction f est solution de (E) si et seulement si f -f, 
est solution de (E,) : 


4) En déduire les solutions générales de (£). 


Exercice 9 


Compléter le tableau suivant par l’équation homogène : 


Equation différentielle avec second | Equation homogène associée : 


membre (E) (E,) 
y'+2y =e" 
NT 


4y'+5y =x" +2x+3 


y''-4y'+5y=2x+e" 


y"—9y = cos x 


Exercice 10 


On considère l’équation différentielle (E) : y'-3y = x 


1) Résoudre sur R l’équation différentielle (E,) : y'-3y =0. 


2) Trouver une solution particulière de (E) du type y,(x)=ax*+bx+c où 


a,b,ceR. 


3) Résoudre sur R l’équation différentielle (E). 
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Exercice 11 


Soit (E) Péquation différentielle : y'"'— 4y '+ 4y = 2 — 8sin xcosx. 
1) Vérifier que la fonction définie par f, (x) =sin? x est solution de (E) : 
2) Résoudre l’équation différentielle homogène (E,) associée. 


3) En déduire les solutions générales de (E). 


Exercice 12 


On note f(t) le nombre d’atomes de carbone 14 existant à l’instant t dans un 
échantillon de matière organique. On montre que la fonction f vérifie pour 
tout réel t : f'(t)=-kf(t) et f(0)=N, où k est un réel strictement positif 
(constante radioactive de l’élément). 

1) Donner l’expression de f(t) en fonction de N,,k ett. 


2) On appelle période (ou demi-vie) de l’élément radioactif le temps T au 
bout duquel la moitié des atomes se sont désintégrés. Sachant que 
k=1,238x10 ‘et que t est évalué en années, déterminer la demi-vie du 
carbone14. 

3) Le carbonel14 est renouvelé constamment chez les êtres vivants ; à la mort 
de ceux-ci l’assimilation cesse et le carbone14 présent se désintègre. Des 
archéologues ont trouvé des fragments d’os dont la teneur en carbone14 est 
40% de celle d’un fragment d’os actuel de même masse, pris comme témoin. 
Calculer l’âge de ces fragments. 


Exercice 13 


La population y d’une ville évolue à une vitesse proportionnelle à elle-même. 
On sait que cette population double tous les dix ans. Combien de temps lui 
faut-il pour tripler ? 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


1) La fonction f(x) = cos x est dérivable sur R et on a pour tout xeR : 
y(x) =cosx— y'(x)=-sinx— y'(x)+sinx=0, d’où la fonction 
f(x) = cos x est solution de l’équation différentielle E sur R. 


2) Si f(x)=3e" , alors f est dérivable sur R et pour tout x de R, 
f'(x)=3x5e" =15e". 

Dans l'équation différentielle y'— 5y = 0, on remplace y par f(x) et y' par 
f'(x): 

On obtient f '(x)- 5f (x) = 15e" —-15e* = 0 ce qui montre que l’équation est 


vérifiée. Alors la fonction f(x)=3e™ est solution de l'équation différentielle 
y'-5y =0 sur R. 


3) Toute fonction du type f(x) = (Ax+Bje” où A et B sont des réels est 
dérivable sur R et si on remplace Y(X) par f(x), Y'(X) par f'(X) et 
y"(x) par f "(À ; l'équation est vérifiée. 

Alors la fonction f(x) = (Ax + B)e* est solution de l'équation différentielle 
y"(x)-2y'(x)+y(x) =0 sur R. 


Corrigé 2 
Equation différentielle Solution générale 
y'+5y =0 y(x) = Ae™ , A réel quelconque 
y'-2y=0 y(x) = Ae™ , A réel quelconque 
5y'+3y =0 Zy 
y(x)=Ae5 ,A réel quelconque 
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Corrigé 3 


1) Solution générale de l'équation différentielle y'+3y=0 :  y(x) = Ae * 
2) Solution particulière satisfaisant la condition initiale y(1) =2 : 

y(x) = 2e 7, 
En effet, y(1) = 2 > Ae” =2 > A = 2e > y(x) = 2e°e **" = 26° = 2e "D 


Corrigé 4 


Complétons le tableau par l’équation caractéristique : 


Equation différentielle (ED) Equation caractéristique (EC) 
y"+3y'+2y =0 r+3r+2=0 

y"—-4y'+4y =0 r—-4r+4=0 
y"+4y'+5y=0 r’+4r+5=0 

y"+9y=0 r’+9=0 

y"—4y=0 r’-4=0 

y"+3y'=0 r’+3r=0 

Corrigé 5 


Complétons le tableau : 


Equation équation A Solutions deSolution générale de 
différentielle caractéristique l'(EC) l'(ED) 
(ED) (ŒC) 
y"—5y'+6y=0 r? -5r+6=0 1 r, =2;r, =3y(x)= Ae” +Be* 

A ,BER 
Y"—6y'+9y=0 r?-6r+9=0 0 r =r,=3 y(x)=(Ax+Be", 

A ,BER 
y"+4y'+13y =0r? +4r+13=0 36r, =2+3i |y(x)=e"(Acos3x+Bsin3x) 

r,=2-3i pA, BeR 
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Corrigé 6 


Complétons le tableau 


Equation Solution générale de l'(ED) 

différentielle (ED) 

y'""-25y =0 y(x) = Ae™ +Be™, A ,BER 

y'""+9y =0 y) = Acos3x+Bsin3x, A, BeR 

y"-3y=0 y) = Ae +Be™, À ,BeR 

y"+7y =0 y(x) = A cos(xV7)+Bsin(xV7), A ,BER 
Corrigé 7 


1) L'équation différentielle y""+4y'+13y =0 a pour équation 
caractéristique r° +4r +13 = 0. 
Le discriminant : A =16—52 = -36. 


—4 + 6i | 
Les solutions de l’équation caractéristique : r, = or. =—2+3i, et 


 . 
r= f -2-3i. 


La solution générale de l'équation différentielle : 
y(x)=e ”*(Acos3x+Bsin3x), A, BER. 


2) Si y(x) = e”* (A cos 3x + Bsin 3x), alors 
y '(x) = —2e”* (A cos 3x + Bsin 3x) +e” (-3A sin 3x + 3B cos 3x). 


y(0)=7 A=7 Aa 
Les © . 
y'(0)=2 7 |-2A+3B=2 — 


Donc l’unique solution de l'équation différentielle qui vérifie les conditions 


16 
initiales est y(x) = e ”"(7cos3x+ z sin 3x). 
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Corrigé 8 


1)Onaf,(x)=(3-x)e" > f, '(x) = —e* + (3 - x)e* > f, (x) = (2 - x)e”. 
On remplace dans l’équation différentielle complète (E) : 
On obtient : f, '(x)-— f, (x) = (2 - x)e* - (3 —- x)e* = —e* . 


Alors la fonction f,(x) = (3 — x)e* est bien solution de l’équation différentielle 
(E) : yy =-e". 
2) L’équation différentielle y'—y=0 est une équation différentielle 


homogène de premier ordre ayant pour solution générale les fonctions du 
type : x> Ae* , où A est un réel quelconque. 


3) Si f est une solution de l’équation complète, alors : 


f'-f =—e* 
e a >f'-f'-f+f, =0>(f-f,)-(f-f)=0 


Donc f -f, est solution de (E,) . 


Réciproquement, si f -f, est solution de (E,) alors (f f)' (f fo) =0. 
Donc f'-f =f,'—f,. C'est-à-dire que f '—f = —e* car f, est une solution de 
Péquation différentielle (E) : y'— y = —e* . Ce qui montre que f est une 
solution de l’équation différentielle complète (E) : 

Conclusion : Une fonction f est solution de (E) si et seulement si f —f, est 


solution de (E,) : 


4) D’après ce qui précède, on déduit que f est solution de (E) si et 
seulement si f(x)—f,(x) = Ae* , où A est un réel quelconque. 

Donc f(x)=f,(x)+ Ae* 

f(x) =(3-x)e" + Ae* 

f(x) = (A+3-x)e" 


f(x) =(B-x})e", où B est un réel quelconque. 
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Conclusion : 


Solution générale de l’équation différentielle (E) : xe (B-x)e*, où B est 


un réel quelconque. 


Corrigé 9 


Complétons le tableau : 


Equation différentielle avec second 


Equation homogène associée : 


membre (E) (E,) 

y'+2y =e* y'+2y=0 
y'-3y =7 y'—-3y =0 
4y'+5y =x" +2x+3 4y'+5y =0 
y"—4y'+5y=2x+e" y"-4y'+5y =0 
y"—9y = cos x y"—9y=0 


Corrigé 10 


L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, à 


coefficients constants, avec second membre. 


1) L’équation homogène associée est (E,) 


: y'-3y=0 


La solution générale de (E,) est l’ensemble des fonctions du type : 


xe Ae” où AER. 


2) Déterminons les réels a, b et c tels que la fonction y,(x) = ax’ +bx+c soit 


une solution particulière de (E) 


Ona y,(x)=2ax+b. 


y, est une solution particulière de (E) si et seulement si pour tout réel x on 


a: y,x)-3y(x) =x? 


& 2ax +b = 3(ax? +bx + ¢) = x? 


& —-3ax° + (2a =- 3b)x +b -3c = x’ 
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<<2a-3b=0 
b—3c=0 
1 
a=- 
3 
< T 
9 
EA 
-7 
Ainsi, on trouve que y,(x) = Lg 24 = convient 
| HET 3 9 à 


3) Les solutions de l’équation différentielle (E) avec second membre sont 


obtenues en faisant la somme de la solution particulière 


2 2 
ya) =- = x’ — a et de la solution générale x > Ae°™ où A €R, de 
Péquation homogène (E,) . Donc, ce sont les fonctions du type : 
2 2 
yx)=--x x + Ae% où A est un paramètre réel. 
3 9 27 


Corrigé 11 


1) Si f,(x) = sin? x, alors : 
f(x) = 2cos xsin x . Soit f,(x)=sin 2x, et f/(x) = 2cos2x soit 
f(x) =2(1-25sin° x). 
(On rappelle que sin 2x =2cosxsinx et cos 2x =1-2sin° x). 
Remplaçons dans l’équation (E) : 
Fx) — 4f (x) + 4f, (x) = 2(1 — 2 sin? x) — 4(sin 2x)+4sin° x 
F) — 41,00 + 4f, (x)= 2- 4sin? x —4sin 2x + 4sin° x 
fa) — 410) + 4f,(x) = 2— 4sin 2x 
EO) — 4f, (x) + 4f,(x) = 2-8 sin x cos x 


Alors f, est bien une solution de (E). 
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2) L’équation différentielle homogène (E,) associée est y''—4y'+4y =0. 


Son équation caractéristique est r° —4r+4=0 a un discriminant nul. Elle 
admet une solution double r =2. 

Donc la solution générale de l’équation homogène est du type 

x > (Ax + B)e’™* où A et B des réels quelconques. 


3) On en déduit que les solutions générales de (E) sont les fonctions 


y(x)=(Ax+B)e™ +sin x, A,BER. 


Corrigé 12 


1) La fonction f est solution de l’équation différentielle : y'+ ky = 0. Elle 
est de la forme f(t) = Ae™ . A P’instant t=0 : f(0)=N, = Ae™" =N, 
donc A = N,. Par suite : f(t) = Ne“ :. 


1 
2) La demi-vie du carbone 14 est le temps T tel que f(T) = a 


1 1 1 
Donc Ne“ = ae Alors e™" = 3 > -kT = n 


Soit -kT =-In2. Donc EN E. 
k 1,238 x107 


Enfin T = 5599 ans. ( 5600 ans environ). 
3) Pour calculer l’âge de ces fragments : 
f(t)=0,4xN, © Ne“ =0,4xN, 
< —kt = In(0,4) 


_ m(0,4) 
~ -k 


& t 


<> t= 7401 ans, (environ). 
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Corrigé 13 


Par hypothèse, la population y d’une ville évolue à une vitesse y’ 
proportionnelle à elle-même. Donc on a y'=ay où a est le coefficient de 
proportionnalité. Notons t le temps (en années). On sait que les solutions de 
l'équation différentielle y'= ay sont de la forme : y(t)= Ae" où A est une 
constante (non nulle, sinon y serait nulle). 
Comme la population double tous les dix ans, on a: y(t+10) = 2y(t). 

Donc 

Aert =24Ae* 

a(t+10) _ 2e" 

et = 2 
10a =In2 


D'où : se. 
10 


€ 


In2 
—t 
On a donc : y(t)=Ae" . 
Cherchons maintenant le temps T pour lequel, on a : y(t + T) = 3y(t) 


In2 In2 
(t4T) + 
Ae" =3Ae" . 
m2 n2 
On simplifie par A puis par e” , on obtient e” =3 
In2 


e =3 
m2 cins 
10 


Soit T=15,85. 
Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (au jours près) pour que 
cette population triple. 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


Compléter le tableau suivant: 


Equation différentielle Solution générale 
y'+7y =0 
y'-4y =0 
5y'+7y =0 
5y'-2y =0 
= 
25" TS 
y'=0 
Exercice 2 


1) Donner la solution générale de l'équation différentielle y'+ 6y = 0. 
2) Donner la solution particulière qui vérifie la condition y(5)=8. 


Exercice 3 


Compléter le tableau suivant: 


Equation équation 
différentielle (ED) caractéristique 
(ŒC) 


A | Solutions 
de l'(EC) 


Solution 


générale de 


l'(ED) 


y"—7y'+10y =0 


y "+67 '+9y =0 


y"-6y'+10y =0 


y'"+5y'+4y =0 


y"-8y'=0 
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Exercice 4 


Compléter le tableau suivant : 


Equation différentielle (ED) Solution générale de l'(ED) 


y"—16y =0 


y''+4y =0 


y''-5y=0 


9y"+y=0 


Exercice 5 


Vérifier que la fonction y(x) = (2x +3)e™ est une solution de l’équation 
différentielle y"(x)+2y'(x)+y(x)=0. 


Exercice 6 


1) Donner la solution générale de l'équation y"—7y'+10y =0. 


2) Donner la solution particulière qui vérifie la condition y(0)= 3 et 
y'(0)=5. 


Exercice 7 


1) Donner la solution générale de l'équation différentielle y "+ 4y'+4y =0. 


2) Donner la solution particulière dont la courbe admet au point A(0;4) 


une tangente parallèle à la droite d’équation y = 2x +5. 
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Exercice 8 


On considère l’équation différentielle (E) :y'+y=e". 
1) Résoudre l’équation sans second membre (E,) : y'+y=0 


2) Chercher une solution particulière de (E) sous la forme y(x) = axe *. 


3) En déduire la solution générale de (E) . 


Exercice 9 


On considère l’équation différentielle (E) :y'—y=co0sx. 
1) Résoudre l’équation sans second membre (E,) : y'-y=0 


2) Chercher une solution particulière de (E) sous la forme 


y(x)=acosx+bsinx. 


3) En déduire la solution générale de (E). 


Exercice 10 


Soit (E) Péquation différentielle : y''+ y = cosx . 
1 
1) Vérifier que la fonction définie par f,(x) = z x est solution de (E) . 


2) Résoudre équation différentielle homogène (E,) associée. 


3) En déduire les solutions générales de (E) ; 
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Exercice 11 


On considère l’équation différentielle (E) :y'""-2y'+y=e". 
1) Résoudre l’équation sans second membre (E,) : 


2) Chercher une solution particulière de (E) sous la forme 


y(x) = (ax? +bx + che”. 


3) En déduire la solution générale de (E) : 


Exercice 12 


Soit (E) équation différentielle y'— y = —e* et (E0) : y'—-y =0. 
1) Vérifier que la fonction définie par f(x) = (3 — x)e* est solution de (Œ). 
2) Résoudre l’équation différentielle (Eo). 


3) Montrer que la fonction u est solution de (E) si et seulement si U — u, est solution 
de (Eo). 
4) En déduire les solutions de (E). 


5) Déterminer la solution f de (E) qui s’annule en 1 


Exercice 13 


La loi de refroidissement de Newton s'énonce ainsi : "la vitesse de 
refroidissement d'un corps inerte est proportionnelle à la différence de 


température entre ce corps et le milieu ambiant". 
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On suppose que la température de l'air ambiant est constante égale à 25°C. 


Dans ces conditions, la température d'un corps passe de 100°C à 70°C en 15 


minutes. 


Au bout de combien de temps se trouvera-t-il à 40°C ? 


Exercice 14 (Traduit) 


Dissolution d'une substance bala Gb 98 


Une substance se dissout dans l'eau. On | 24 òi dis shll (à bia yii 


admet que la vitesse de dissolution est | ill sé Uins a quali heilagi 


proportionnelle à la quantité non encore ei (al Ga) 1=0 Aiat çà 
dissoute. À l'instant { = 0 (‘en minutes), Bu nas Là BALA oùà (ja LalË 20 


on place 20 grammes de cette substance ea cya 


dans une grande quantité d'eau. Sachant : , | 
ai Qi) 8 ali cibal ji Gb tale 
que les dix premiers grammes se |. . ` . 
Le Loi gilia guai JA Leila si 


dissolvent en cinq minutes, donner une - a 
tUa f(A pl Aii dal 
expression de la quantité dissoute f(#), en 


grammes, en fonction de t. 
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I. RESUME DE COURS 


A) Probabilité sur un ensemble fini 


1)Vocabulaire 


Expérience aléatoire 


Une expérience liée au hasard pouvant 
conduire à plusieurs issues 


Eventualités Issues d’une expérience aléatoire 

Univers L’ensemble de toutes les éventualités d’une 
expérience aléatoire. En général, on le note Q 

Evénement toute partie de l’univers . Un événement A 


est inclus dans l’univers Q (on note A cQ) 


Cardinal de A: cardA 


nombre d’éventualités qui composent A 


Evénement élémentaire 


événement réduit à une seule éventualité 


Evénement impossible : 


événement qui ne se réalise jamais 


(on dit A ouB ) 


A = 
Evénement certain : événement qui se réalise toujours 
A=Q 
C est la réunion de A et | C est l’ensemble des éventualités réalisant A 
deB: C=-AUB ou B 


C est l’intersection de A 
etdeB:C=AAB 


C est l’ensemble des éventualités réalisant A 
et B en même temps. 


A et B sont disjoints ou 
incompatibles A A B = Ø 


A et B ne peuvent pas se réaliser en même 
temps ; 


A et B sont contraires ou 
complémentaires. B = A 


ANnB=S etAUB=Q 


B est l’événement constitué par les 
éventualités de l’univers qui ne réalisent pas 
A. 
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2) Définition 


Définir une probabilité sur un univers Q={o,,0,,...,0,}, Cest associer à 
chaque résultat œ un nombre p, ( appelé probabilité de l’issue œ,) 


compris entre 0 et 1 de telle façon que : 


n $p; =P, +p, +..+p, =1 


i=1 

= La probabilité d’un événement A, notée p ( A ) , est la somme des 
probabilités p,des éventualités (événements élémentaires) qui 
constituent A. 


3) Propriétés 
Soit A et B deux événements d’un univers Q, alors : 


= Pour toute éventualitéwiona: 0<pi<1 
= La probabilité de événement certain est 1; p(Q)=1 


= La probabilité de événement impossible est 0 ; p(ġ)=0 

"= AcB>p(A)<p(B) 

=  p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB) 

= AnB=$—=p(AUB)=p(A)+p(B) A et B sont incompatibles. 
. p(A) =1-p(A) , (l’événement contraire de A). 


4) Equiprobabilité 


Lorsque tous les événements élémentaires d’un univers ont la même 
probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité. Dans ce cas, si l’univers Q est 


; x 77. 1 
composé de n éventualités wi, on a : p; =p(w;)= =— 
cardQ n 
RE dA 
On a alors, pour tout événement A :  p(A)= - 
cardQ 
nombre de cas favorables 
P(A) = - 
nombre de cas possibles 
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B) Probabilité conditionnelle - indépendance 


1) Définitions 


e Soit A et B deux événements d’un univers tel que p(A) +0. La 
probabilité conditionnelle de B lorsque nous savons que A s’est produit : 


Probabilité de B sachant A : p,(B)= 


p(AnB) 


p(A) 


eA et B sont indépendants si la réalisation de l’événement A est 
indépendante de celle de l’événement B . 
eA et B sont indépendants dans chacun des cas suivants (équivalence): 


Pp, (B) = p(B) 


P3 (A) = p(A) 


p(A NB) = p(A)xp(B) 


2) Propriétés 


= _PA(B)p(A)=p;(A)p(B) 
= PA(BUB')=p,(B)+p,(B)-p,(BnB") 


C) Variables aléatoires discrètes 


1) Définitions 


BnB'=$=p,(BUB" =p,(B)+p,(B" 
Pa (B)=1-p, (B) 


Soit Q={ 01,02 ... @n} l’ensemble des résultats d’une expérience aléatoire. 


= On appelle variable aléatoire discrète toute fonction X de Q dans R qui, 
à tout élément de Q, fait correspondre un nombre réel x. 

"= L’événement de Q, noté { X = x }, est l’ensemble des éléments de Q qui 
ont pour image x par X. 


L’ensemble Q’ = { x1, X2 … 


Xm} image de Q par X est l’ensemble de toutes 


les images des éléments de Q par X . C’est l’ensemble des valeurs prises par 


la variable aléatoire X. 
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2) La loi de probabilité de X est la fonction définie sur Q’, qui à chaque xi 
fait correspondre le nombre Pi =p(X = x) 


P: P: c... e... Pa 


On a alors : Yp; = pi +p, ++p, =1 


i=1 
3) L’espérance mathématique de X : 
E(X) = È, xP; = XP, + XP; ++ X Pa 
i=1 


E(X) =Xx,P, +X,P; +-+ X, Pa 


4) La variance de X : 


V(X) = (x -E(X)) p; 


V(xX)=E(xX)-[E(x)} = x, D sr.) 


5) L’écart type de X : 
o(X) = /V(X) 
6) Loi de Bernoulli 


Soit E une épreuve comportant deux issues (Succès et Echec). On note p la 
probabilité de Succès. 


Soit X la variable aléatoire qui est égale à 1 en cas de Succès et 0 sinon. Alors, 
on dit que X suit une loi de Bernoulli de paramètres p. 


On note alors p(S)=p, p(E)=q=1-p.Ona X(Q)={0,1} 


Esperance : E(X)=p Variance : V(X)=p(1-p) 
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7) Schéma de Bernoulli 


Soit ne N°. Lorsqu’ on répète, de manière indépendante, n fois une même 
épreuve de Bernoulli de paramètre p, on dit que l'on fait un schéma de 
Bernoulli. 

8) Loi binomiale 

Soit E une épreuve de Bernoulli On note p la probabilité de Succès. 

Dans un schéma de Bernoulli, on note X la variable aléatoire égale au 
nombre de succès. On dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale 
de paramètre n et p. 


On a X(Q)={0,1,2,...n} 


Loi de probabilité de X : p(X=k)=Cip"q"*, k e{0,1....n} 


Esperance : E(X) = np Variance : V(X)=npq 
Propriétés 
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale : 
P(X<k)=P(X=0)+P(X=1)+....+P(X =k) 
p(X2k)=p(X=k)+p(X=k+1)+...+p(X=n) 
p(X>k)=1-p(X<k) 
D) Variables aléatoires continues 


1) Densité de probabilité et espérance mathématique 


Définition: 


Soit I un intervalle de R. On appelle densité de probabilité sur I toute 
fonction f telle que : 
1) f est continue sur I. 


2) f est positive sur I. 


3)  [r@at=1 
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Propriétés : 
y Pour tout intervalle J =[«;8] inclus dans I, on a : p(XeJ) = f ° fadt 


Autrement dit, p(a<X<ß) = f ° fdt 


Y XED =Í fdt =1 

v Pour toute loi continue, pour tout réel c, p(X=c)=0, donc la 
probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle, alors : 

p(c£<X<d)=p(c<X<d)=p(c£<X<d)=p(c<X<d). 

Ÿ” Comme la fonction f est continue et positive sur I, la probabilité 
p(X € 1) correspond à l’aire sous la courbe C, de f. Elle vaut alors 1 
u.a. 

v La probabilité p(X € J), avec J= [a;ß], correspond à Paire du 
domaine délimité par C, , l’axe des abscisse et les droites d’équation 
x=a etx=ß. 

Définition 2 : 


L’espérance mathématique d’une variable 
aléatoire continue X, de densité f sur un 
intervalle I, est définie par : 


E(X)= f | tf(t)dt 


2) Loi uniforme 


Définition 


Soit [a,b] un intervalle de R . On dit que la variable aléatoire X suit une 


loi uniforme sur [a,b] si sa densité de probabilité est une fonction 


r ~ 1 
constante égale à re 
— a 
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Propriétés 


1. Pour tout intervalle 1=[c,d] inclus dans [a,b], on a : 


a 1 d-c 


p(l)=p(e<x<a)=f Had = 


2. La probabilité est donc proportionnelle à la longueur de l’intervalle 
considéré. 
3. L’espérance Mathématiques de la loi uniforme de densité f sur 


[a;b]est: E(X)= (à trçat = P > z 


3) Loi exponentielle 


Définition 


La loi exponentielle de paramètre À (à > 0) est la loi continue dont la 


densité est définie sur LE +00] par : f(t) = Ae™ 


Une variable aléatoire X à valeurs dans R * suit la loi exponentielle de 
paramètre 2 si, et seulement si, 
pour tout t > 0, P(X < t) =1-e * 


Propriétés: 


lim p([0;x])= lim f‘ Ae™dt= lim (1-6™)=1 


( L’aire sous la courbe sur [0 ; +! est égale à 1). 


2) Si a et b sont deux réels positifs tels que a<bon a 


a) p ([a;b]) = hedt =e™ —e™; 
b) p ([o; a]) = [re "at =1-e™ et 


c) p([as+)=1-p([0;a))=e"* 
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3) Probabilité conditionnelle : Soient t et h deux réels positifs on a : 


Pro (X2t+h)=p(X2h)=e" 
(Cette probabilité ne dépend pas de t et permet de calculer la durée de 


vie sans vieillissement d’un objet) 


4) L’espérance Mathématique de la loi exponentielle de densité fsur 
[0; +0] est: 


E(X) = lim k tf(t)dt = . 
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IL. QUESTIONNAIRES Æ CHOIX MULTIPLE 


QCM1 


Choisir la bonne réponse : 


1 On lance un dé bien équilibré de faces numérotées de 1 à 6. 
La probabilité d’obtenir un diviseur de 6 est 
Réponse A 1 
6 
Réponse B 1 
2 
Réponse C 2 
3 
Réponse D 1 
3 
2 On lance deux fois de suite un dé bien équilibré de faces 
numérotées de 1 à 6. La probabilité d’obtenir un double 6 est 
Réponse A 1 
3 
Réponse B 1 
2 
Réponse C 1 
6 
Réponse D 1 
36 
3 Deux événements A et B vérifient p(A) = 0,3 ; p(B) = 0, 4 et 
p(A ^ B)= 0,12 . Alors 
Réponse A A et B sont indépendants 
Réponse B A et B sont incompatibles 
Réponse C p(AUB)= 0,7 
Réponse D p(A U B) = 0,88 
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4 On lance simultanément quatre pièces équilibrées à Pile ou Face. 
Quelle est la probabilité d'obtenir au moins trois Pile ? 
Réponse A 5 

16 
Réponse B 3 
16 
Réponse C 1 
16 
Réponse D 3 
4 

5 On lance successivement deux dés équilibrés à six faces. Quelle 
est la probabilité d'obtenir deux fois le même résultat ? 
Réponse A 1 

36 
Réponse B 1 
6 
Réponse C 1 
4 
Réponse D 1 
2 


6 On donne p(B)=0,1 ; p,(B) = 0,4 et p(A) = 0,2. Alors, p (A) = 
Réponse A 0,08 
Réponse B 0,5 
Réponse C 0,4 
Réponse D 0,8 
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QCM 2 


Choisir la bonne réponse : 

1 La probabilité de tirer simultanément 2 boules blanches dans 
une urne qui contient 3 boules rouges et 4 boules blanches est : 
Réponse A 2 

7 
Réponse B 1 
2 
Réponse C Ai 
a 
Réponse D C; 
G 

2 Soient 2 événements A et B tels que 
p(A)= 0,7; P(A ^a B)=0,4 et P,(4)=0,8 . Alors p(B) = 
Réponse A 0,5 
Réponse B 0,2 
Réponse C 0,4 
Réponse D 0,1 

3 Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [2,20] ; 
La probabilité p,.,(5<X<10) est égale à : 

Réponse A 1 
2 
Réponse B 5 
18 
Réponse C 1 
4 
Réponse D 5 
16 
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4 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 
paramètre À>0 et u =E(X) son espérance. La probabilité 
que X soit supérieure à son espérance E(X) est 
Réponse A 1 
e 
Réponse B 1 1 
e 
Réponse C 1 
2 
Réponse D 1 
m 
5 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 
Pintervalle [14; 16]. p(X < 15,5) est égal à : 
Réponse A 0,25 
Réponse B 0,50 
Réponse C 0,75 
Réponse D 0,97 
6 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de 
paramètres n =10et p =0,4: 
Réponse A p(X =5)=0,4 x0,6° 
Réponse B p(X>1)=1-0,6" 
Réponse C p(X>1)=1- 0,4" 
Réponse D p(X>2)=1- 0,4° 
Essebil Au Bac 7D Probabilités Horma Hamoud 160 


15/02/21 1:48 pm 


III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Parmi les 80 filles qui étaient en classe de Terminale au lycée il y a dix 
ans : 


36 sont aujourd’hui salariées ; 39 sont mères de famille ; 15 sont salariées 
et mères de famille. 


On choisit au hasard une de ces 80 femmes. 
Considérons les évènements 

A : « la femme choisie est salariée » 

B : « la femme choisie est mère de famille ». 


Quelle est la probabilité pour que la femme ne soit ni salariée ni mère de 
famille ? 


Exercice 2 


Une réunion rassemble 20 personnes : 12 femmes et 8 hommes. On sait que 
20% des femmes portent des lunettes ainsi que 40 % des hommes. 


1) Une personne prend la parole. Quelle est la probabilité que cette personne 
porte des lunettes ? 


2) Une personne qui porte des lunettes prend la parole. Quelle est la 
probabilité qu’il s’agisse d’une femme ? 


Exercice 3 


Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage 
donne les résultats suivants : 


Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5% négatifs. 
Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99% négatifs. 
On choisit un individu au hasard. 

1. Construire l’arbre pondéré de cette expérience aléatoire. 

2. Quelle est la probabilité : 


a. qu’il soit malade et qu’il ait un test positif ? 
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b. qu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ? 
c. qu’il ait un test positif ? 
d. qu’il ait un test négatif ? 
3. Calculer la probabilité : 
a. qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ? 
b. qu’il soit malade, sachant que le test est négatif ? 


4. Interpréter les résultats obtenus aux questions 3. a. et 3. b. 


Exercice 4 


Une étude médicale a montré que 1 % d’une population sont atteint d’une 


maladie M. 


Un échantillon de n individus (n > 2 ) a été choisi d’une façon aléatoire dans 
cette population pour être soumis à des tests de dépistage relatifs à la 
maladie M (on suppose l’équiprobabilité). 


Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’individus, de cet ensemble, 
atteints de la maladie M. 


1. Déterminer la loi de probabilité de X 


2. Calculer en fonction de n la probabilité de chacun des événements 
suivants : 


A « Aucun individu de cet ensemble n’est atteint de la maladie M » 

B « Un seul individu de cet ensemble est atteint de la maladie M » 

C « Au moins un individu de cet ensemble est atteint de la maladie M ». 

3. Soit P, la probabilité d’avoir au moins un individu de cet échantillon 


atteint de la maladie M donc p = p(C). 
a) Calculer lim p et interpréter le résultat. 
n —> +0 n 


b) Quel est le plus petit nombre nd’individus à tester afin d’avoir 
p 20,9? 
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Exercice 5 


Un comité se compose de 4 hommes et de 3 femmes ; on constitue, de 
façons aléatoire et simultanée, une équipe de travail composée de trois 


personnes. On supposera l’équiprobabilité. 

1. Quel est le nombre d’équipes que l’on peut constituer ? 

2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants : 
A : L’équipe est constituée uniquement d’hommes. 

B : L’équipe est constituée uniquement de femmes. 

C : L’équipe est constituée de personnes de même sexe. 

D : L’équipe contient une femme au moins. 


3. On appelle X la variable aléatoire réelle qui associe chaque tirage par le 


nombre d’hommes qui sont présent dans cette équipe. 
a) Déterminer la loi de probabilité de X. 


b) Calculer son espérance mathématique E(X). 


Exercice 6 


Soit f la fonction définie sur [0;1]parf (x) = 2 x. Montrer que f définit 


bien une fonction de densité sur [0;1]. 
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Exercice 7 


Soit f la fonction définie sur [0;1]parf (x) =k x°. 
1) Déterminer k pour que f définisse une fonction de densité sur [0;1]. 


2) Soit X une variable aléatoire de densité f , calculer alors p ([o; 0,5]) : 


Exercice 8 


On choisit un nombre réel au hasard entre -3 et 5. 
a) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre strictement inférieur à 1? 
b) Quelle est la probabilité d’obtenir le nombre supérieur ou égal à 3? 


c) Quelle est la probabilité que le nombre choisi soit strictement inférieur à 
1, sachant qu’il est strictement positif ? 


Exercice 9 


Abdellahi et Brahim se donnent rendez-vous entre 12h et 14h. Proche du lieu 
fixé, Brahim arrivera assurément à 12h30. Quant à Abdellahi, son arrivée 
dépend des conditions de circulation routière : il arrivera entre 12h et 13h. 


1) Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire donnant 
Pheure d’arrivée de Abdellahi? 


2) Calculer la probabilité que Abdellahi arrive avant Brahim. 


3) Calculer la probabilité que Brahim attende Abdellahi plus de 10 minutes. 


Exercice 10 


La durée de vie, en heures, d’un composant électronique est une variable 
aléatoire T qui suit une loi exponentielle de paramètre 0,00005. 


1) Déterminer la probabilité que ce composant : 

a) tombe en panne avant 10000 heures, 

b) fonctionne au moins 15000 heures, 

c) tombe en panne entre la 10000è®™° heure et la 15000%®™° heure . 


2) Quelle est la durée de vie moyenne du composant électronique ? 
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Exercice 11 


Le temps, en heure, nécessaire pour réparer un ordinateur portable suit la 


loi exponentielle de paramètre À =1. 


a) Quelle est la probabilité que le temps de réparation dépasse deux 


heures? 


b) Quelle est la probabilité qu’une réparation prenne au moins quatre 


heures, étant donné que sa durée a déjà dépassé trois heures ? 


Exercice 12 


La durée de vie T, en heure, d’un transistor suit une loi exponentielle telle 


que : 


p(T < 1000) = 0,095 


a) Déterminer le paramètre À de la loi exponentielle T en déduire sa valeur 


moyenne E(T). 
b) Calculer la probabilité conditionnelle : p.199 (T > 2000) 


c) Déterminer, à 1h près, la durée t,, telle que : p(T <t,)=0,5. 


2 


1/2 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


Méthode 1 : 


Utilisons le diagramme ci-contre appelé diagramme de Venn. 


Le premier nombre placé est 15 qui B 
constitue le cardinal de ANB. 
On en déduit ensuite 21 = 36 — 15 et a 


24 = 39 — 15. La somme de ces trois nombres 

(15 + 21 + 24 = 60) constitue le cardinal de AUB. 

On en déduit enfin que le nombre de femmes qui ne sont ni salariées ni 
mères de familles est 80 — 60 = 20. 


Comme nous sommes en situation d’équiprobabilité, la probabilité 


20_ 1 
demandée est — 80 F 


Méthode 2 : 


On peut remarquer que l’événement « la femme choisie n’est ni salariée ni 
mère de famille » est l’événement contraire de AUB. 
36 439 15 _60 3 


Or P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 26 + 20 — 80 = 80 = 4 


On en déduit que P( AUB ) = 1 — P(AUB) = 1 — a = 
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Corrigé 2 


1) On note les événements suivants : 
H : La personne est un homme 
F : La personne est une femme 


L : La personne porte des lunettes 


On sait que L= (H ^ L)U (FAL). Alors ¥ ={H,F} est un système 


complet d’événements de lunivers Q. L est un événement de cet univers. 
D’après la formule des probabilités totales : 


20,12, 40,8 628. 


P(L)= Pi(L)P(H)+P;(L)P(F) 100 20 100 20 


_ PŒFAL) _0,2x0,6 _ 0,12 7 
p(L) 0,28 0,28 


2) Probabilité recherchée : PL (F) 0,43. 


Corrigé 3 


1. Construction de l’arbre pondéré : 


Positif ,0285 


0,0015 


0,0097 


2. On note M l’individu est malade et 7 le test est positif et utilisons l’arbre 
précédent: 


a. (M OT)=P(M )xPu(T)=0,03x0,95 =0,0285. 
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b. P(M NT) =P(M Der (T = 0,97 x0,99 = 0,9603. 
c. P(T)=P(M NT)+P(M NT) =0,0097 +0,0285 = 0,0382. 
d. P(T)=P(MNT)+P(MNT)=0,0015 +0,9603 =0,9618. 


P(TNM) 0,0097 


P.(M) = = = 0,25 
3.a. Tr ) P(T) 0,0382 , 
TaM „001 
p (M)= PT OM) = 0,00155. 
P(T) 0,9618 

Corrigé 4 


1) La variable aléatoire X est la variable aléatoire de Bernoulli donc la loi de 
probabilité de Xest la loi Binomiale de paramètres 
1 


(n,p,q) =(n °100” 2 ea 


* Le test d’un individu donne l’une de deux issues : 


e L’individu est atteint, que l’on appelle succès, avec la probabilité 
1 


P = 100 


e L’individu n’est pas atteint, que l’on appelle echec, avec la 
99 
robabilité q = 1-p = — 
p q p 100 
* Le test est répété n fois de façons identiques et indépendantes (le nombre 


d’individus de l’échantillon à tester). 


Alors la loi de probabilité de la variable aléatoire X égale au nombre 
d’individus atteints de la maladie M est donnée par la formule : 


99 , 
p(X =k)= (a) y où ke{0,1,...,n} . 


2.a) La probabilité de l’événement A «Aucun individu de cet ensemble n’est 
atteint de la maladie M »estla probabilité de l’événement X=0 : 
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of 1 V997 99 
p(A)=p(X=0)=C (a) 2) donc p(A) = e) ; 


b) La probabilité de l’événement B « Un seul individu de cet ensemble est 
atteint de la maladie M » est la probabilité de l’événement X = 1 : 


99 DESEA 
SR (x) (s ong PO a) 


c) Remarquons que l’événement C « Au moins un individu de cet ensemble 
est atteint de la maladie M » est l’événement contraire de l’événement A 
«Aucun individu de cet ensemble n’est atteint de la maladie M » donc la 
probabilité de l’événement C est : 


99 
p(C)=1-p(A)=1- (2) . 


3. Soit p la probabilité d’avoir au moins un individu de cet échantillon 


m =t 
un 100 


Si le nombre d’individus à tester est suffisamment grand; alors l’événement 


atteint de la maladie M donc p = p(C). 


L in ue js e 


L'interprétation: 


est presque certain (de probabilité 1). 


b)Ona: p,20,91- P > 0,9 
100 
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Sin 2] <mo ans ITL ; car in su <o 


< n >229,13 n2>230 ; car ne IN. 


Donc le plus petit nombre n d’individus à tester afin d’avoir p 2 0,9 est de 


230 individus. 


Corrigé 5 


1) Le nombre d’équipes que Pon peut constituer est le nombre des sous- 
ensembles de 3 éléments dans un ensemble de 7 éléments (Tirage simultané 
de 3 boules d’une urne qui contient 7 boules indiscernables au touché): 


c L 7! L 7x6x5x4! 


= = =7x5=35 
4!3! 4!x6 


2) Calcul des probabilités des événements A, B, C : 


A : PL’ équipe est constituée uniquement d’hommes‘’ (Le comité contient 


4 hommes). 
C 4 
Aja 4. 
P(A) C T35 
B : ‘’L’équipe est constituée uniquement de femmes ‘’ (Le comité contient 
3 femmes). 
CŒ 1 
B) = = — 
p(B) c 35 


C : ‘’L’équipe est constituée de personnes de même sexe”? 


Ci+CS 4+1 5 1 
p(C) = 4 3 3 = = = 
C 35 35 7 
Remarquons que l’événement C est vérifié si l’équipe est constituée 
uniquement d’hommes ou uniquement de femmes. Alors C = A U B 
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4 1 1 
p(C)=p(A UV B)= pA)+p(B)= = + => 


D : ‘’L’équipe contient une femme au moins”? 
Méthode 1 : 


L’événement D se réalise si l’équipe est constituée de : (une femme et zéro 
homme) ou (deux femmes et un homme) ou (trois femmes) et sa probabilité 
est : 


C! xC} +C?xC!+C3 18+12+1 31 
Ci 35 35 


p(D) = 


Méthode 2 : 


Remarquons que l’événement contraire de l’événement D est : ‘l’équipe 
ne contient aucune femme”. Alors ‘l’équipe est constituée uniquement 
d’hommes”?. Soit l'événement A. D'où : 
T 4 31 
D)=p(A)=1-p(A)=1-— => 
p(D) = p(A) p(A) 35 35 
3. La variable aléatoire réelle X associe à chaque tirage le nombre d’hommes 
dans cette équipe a) Loi de probabilité de X : l’ensemble de valeurs de X 


est: X(Q)={0,1,2,3} 


La loi de probabilité de X: 


x, |0 1 2 3 


1 


p l1 12 18 4 
35 35 35 35 


b) Espérance mathématique : 


E(X)=0x-L+1%2 +2x— +3x— = — = —. 
35 35 35 35 35 7 
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Corrigé 6 


Sur [0;1], la fonction f est continue et positive. 
De plus MOT =[éT =1. 


Donc f définit bien une fonction de densité sur [0;1]. 


Corrigé 7 


1) Sur [0;1], la fonction f est continue et doit être positive avec 


RO =1 donc 


f keat -1 


1 
k 
J =1 d’où I 1. Donc f définit une fonction de densité sur [0;1] si 


2) p([0;0,5])= [rat 


p([0;0,5])= [stat 


[ey 
= (0,5)° 
=0,125 


Corrigé 8 


a) Le fait de choisir un nombre au hasard entre -3 et 5 est une loi uniforme 


1 1 
de densité f défini pour tout te[-3;5]par f(t) = =—, 
5—-(-3) 8 
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b) La probabilité d’obtenir le nombre supérieur ou égal à 3 est 


pX e[3;5)) = f'žat= 5a =0,25. 


c) La probabilité que le nombre choisi soit strictement inférieur à 1, 
_P(-31[01]05) roi 


sachant qu’il est strictement positif est p,.,(X <1) où 
p(]0;5) 
Jo:1[ 
p(]0:1) 8 
X<1) = donc X<1) =—=0,2 
Px>0( ) p(]0;5) Px>o( ) 5 , 
8 
Corrigé 9 


1) La variable aléatoire T donnant l’heure d’arrivée de Abdellahi suit une 
loi uniforme de densité f défini pour tout pour tout te[12;13]par 
1 
— = 1 
13-12 


f(t) 


2) La probabilité que Abdellahi arrive avant Brahim est : 


05 0,5 
1 


p(Te[12:12,5) = Pi Idt = 


3) La probabilité que Brahim attende Abdellahi plus de 10 minutes est : 


2 
13-0242 
pl112+ 4:13 = [at = 1 
60 # 1 3 


Corrigé 10 


14)  p(T<10000)=p(T <10000)=1-e"""""" = 0,40 
b) p(T > 15000) = 1-p(T < 15000) =1-(1— e5% ) = 0,47 


c) 
p(10000<T< 15000) =p(T <15000)-p(T < 10000) = 0,47 — 0,40 = 0,07 
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1 
E(X) = —— 
( ) 0, 00005 


durée de vie moyenne du composant électronique est de 20000 heures. 


2)Ona = 20000 . On peut donc en conclure que la 


Corrigé 11 


On note X cette variable (temps) qui suit une loi exponentielle 


a) La probabilité que le temps de réparation dépasse deux heures est : 


p(X>2)=1- f edx =e? = 0,135. 


b) La probabilité qu’une réparation prenne au moins quatre heures, étant 
donné que sa durée a déjà dépassé trois heures est : 
Pxz(X 2 4) = Px; (X 2 3+1) = p(X 2 1) = e™ = 0,368 


Corrigé 12 


a) Déterminons le paramètre À de la loi exponentielle T en déduire sa 
valeur moyenne E(T). 


Ona P (T < 1000) = 0,095 équivaut à 1—e™™ =0,095 équivaut à 


__—In(0,905) 
| 1000 


—4 


b) La probabilité conditionnelle : 
Pasio (T > 2000) = P,. 599 (T > 1000 +1000) = P(T > 1000) d’où 


P 


— a(=10™%)x1000 __ (10 )x1000 _ 0,1 | 
1000 (T > 2000) = e =e =e™ = 0,9 


c) Déterminons, à 1h près, la durée t,, telle que : p(T <t,,)=0,5.On a 


p(T<t,,)=0,5 équivaut à 


1- ge Mixte =0,5 g0 0004xtija =0,5 < —0, 0004x tiz =]n(0,5) donc 
—In(0,5) ia . . 
1/2 = 0,0004 = 1, 733 donc tiz = 2h a 1h pres. 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


1 1 
Soient A et B deux événements tels que p(A) = i et P(AUB)= s 
1. Supposons que A et B soient incompatibles. Calculer P(B) : 
2. Supposons que A et B soient indépendants. Calculer P(B) ; 


3. Calculer P(B) en supposant que l'événement A ne peut être réalisé que 


si événement B est réalisé. 


Exercice 2 


Une classe de 30 élèves âgés de 16, 17 ou 18 ans comprend 21 garçons dont 3 
âgés de 16 ans, 15 âgés de 17 ans et 3 âgés de 18 ans; on dénombre d'autre 
part 5 filles âgées de 18 ans, 3 filles âgées de 17 ans, et une seule de 16 ans. 


1) Reproduire et compléter le Sexe | Garçons | Filles | Totaux 
tableau d'effectifs ci-contre : 

Age 

16 ans 
2) On choisit un élève au hasard 

17 ans 


parmi les 30 élèves. Tous les élèves 
ont la même probabilité d'être | 18 ans 
choisis. 


Totaux 


Dans ce qui suit, les résultats 
seront donnés sous forme de fraction irréductible. 


a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : 
A: « L'élève choisi a 17 ans » ; 
B « L'élève choisi est une fille » ; 


C « L'élève choisi est une fille de 17 ans ». 
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b) Définir par une phrase en français les événements : ANB et AUBpuis 
calculer p(AfB) et p(AUB). 


Exercice 3 


Parmi les élèves d'un lycée, 64 % aiment le thé, 28 % aiment le café et 15% 
aiment les deux. 


On interroge un élève au hasard, quelle est la probabilité qu'il : 
A) Aime le thé mais pas le café ? 

B) Aime le café mais pas le thé ? 

C) Aime un seul des deux ? 


D) N’aime ni le thé, ni le café ? 


Exercice 4 


Une boîte contient 5 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules jaunes. On tire 
simultanément 3 boules de la boîte et on suppose que tous les tirages sont 
équiprobables. 


Calculez la probabilité d’obtenir : 
a. Les trois boules ont la même couleur. 
b. Les trois boules sont deux à deux de couleurs différentes. 


c. Le tirage contient exactement deux couleurs. 


Exercice 5 


Une expérience aléatoire est représentée par l’arbre 
E 


pondéré ci-contre : A #4 
0, B 
0,4 
À ge 
it T 


I 


On donne p(B) = 0,38. e 
1) Compléter les pondérations. S 


2) Calculer p(A A B) et p(A U B). 


B 


B 
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Exercice 6 


Un livre contient 5 erreurs, numérotées de 1 à 5, et est relu par une suite de 
relecteurs pour correction. A chaque relecture, chaque erreur est corrigée 


1 A 
avec une probabilité +" Les erreurs sont corrigées de manière 


indépendante les unes des autres, et les relectures sont indépendantes les 
unes des autres. 


1. Quelle est la probabilité que l’erreur numéro 1 ne soit pas corrigée 
à l’issue de la n-ième lecture ? 


2. Quelle est la probabilité que le livre soit entièrement corrigé à 
l’issue de la n-ième lecture ? Combien faut-il de relectures pour que 
cette probabilité soit supérieure à 0.9 ? 


Exercice 7 


On considère une urne contenant 5 boules blanches et 3 boules noires. On 
tire une à une et sans remise 3 boules de l'urne. Quelle est la probabilité pour 


que la première boule tirée soit noire, la seconde blanche et la troisième 
noire ? 


Exercice 8 


Un fabricant d’ampoules possède deux machines, notées A et B. La machine 
A fournit 75 % de la production, et la machine B fournit le reste. Certaines 
ampoules présentent un défaut de fabrication : 


- à la sortie de la machine A, 7% des ampoules présentent un défaut ; 
- à la sortie de la machine B, 3% des ampoules présentent un défaut. 
On définit les événements suivants : 

- À : «l’ampoule provient de la machine A » ; 

- B : «l’ampoule provient de la machine B » ; 


- D : «l’ampoule présente un défaut ». 
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1) On prélève une ampoule au hasard parmi la production totale d’une 
journée. 


a) Construire un arbre pondéré représentant la situation. 


b) Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale à 
0,94. 


c) L’ampoule tirée est sans défaut. Calculer la probabilité qu’elle provienne 
de la machine A. 


2) On prélève 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée à 
la sortie de la machine A. La taille du stock permet de considérer les 
épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages à des tirages avec 
remise. Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut. 


3) Dans cette question, la durée de vie en heures d’une ampoule sans défaut 
est une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle d’espérance 10000. 


a) Déterminer la valeur exacte du paramètre à de cette loi. 


b) Calculer la probabilité p(T > 5000) : 


c) Sachant qu’une ampoule sans défaut a déjà fonctionné pendant 6000 
heures, calculer la probabilité que sa durée de vie totale dépasse 12000 
heures. 


Exercice 9 


La durée de vie d’un appareil électronique est une variable aléatoire X , 
exprimée en heures, qui suit une loi exponentielle de paramètre 0.00026. 


1) Quelle est la probabilité que la durée de vie de l’appareil soit de 1000 
heures au maximum ? 


2) En déduire la probabilité que la durée de vie de l’appareil soit d’au 
moins1000 heures. 


3) Sachant que la durée de vie de l’appareil a dépassé 1000 heures, quelle est 
la probabilité que sa durée de vie dépasse 2000 heures ? 


4) Sachant que l’appareil a fonctionné plus de 2000 heures, quelle est la 
probabilité qu’il tombe en panne avant 3000 heures ? 
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Exercice 10 


Un groupe de 100 candidats ont passé un test d’inscription dans un centre 
de formation professionnelle. 


Le test est composé de deux épreuves obligatoires : une écrite et une orale. 


Les résultats ont montré que : 60 candidats ont réussi l’épreuve écrite 
dont 45 ont réussi aussi l’épreuve orale. 


Parmi ceux qui ont échoué dans l’épreuve écrite 25 % ont réussi l’épreuve 
orale. 


On choisit au hasard un candidat de ce groupe et on considère les 
évènements suivants : 


A : «le candidat a réussi l’épreuve écrite» ; B : «le candidat a réussi 
l’épreuve orale». 


Pour chacune des questions de cet exercice, une seule des trois réponses 
proposées est correcte. 


N° | Question Li “Lies Réponse C 
1 |La probabilité p(A) est 0.6 0.45 0.25 

2 | La probabilité p(A ^B) est | 0.6 0.45 0.25 

3 | La probabilité p,(B) est | 0.75 0.45 0.25 

4 |La probabilité p-(B) est | 0.75 0.45 0.25 

5 |la probabilité p(B) est 0.75 0.55 0.1 


La durée de l’épreuve écrite varie de 20 à 60 minutes. On suppose 
que le temps X, exprimé en minutes, mis par un candidat avant de 
remettre sa copie, lors de cette épreuve, est une variable aléatoire qui 
suit une loi uniforme. 


La fonction de densité de X 1 1 1 
6 LO)=— | f()=— | f(x) = — 
est 20 40 60 
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La probabilité que ce 
candidat remet sa copie 
après 30 minutes est 


aim 


D | 
CNRS) 


Recopie sur la feuille de réponse et 
complète le tableau ci-contre en 


Question 
n° 


choisissant la bonne réponse. 


Aucune justification n’est 
demandée : 


Réponse 


Exercice 11 (Traduit) 


Dans une usine deux ateliers fabriquent 
les mêmes pièces. L'atelier A fabrique 
en une journée deux fois plus de pièces 
que l'atelier B. Le pourcentage de 
pièces défectueuses est 4% pour 
l'atelier A et 5% pour l'atelier B. On 
prélève une pièce au hasard dans 
l'ensemble de la production d'une 
journée. Déterminer la probabilité de 
chacun des évènements suivants : 


A: La pièce provienne de l'atelier A; 
B: La pièce provienne de l'atelier B; 
D: La pièce est défectueuse ; 


C : La pièce provienne de l'atelier A 
et est défectueuse ; 


Dai gY By A Uig dagi eiaa À 
il oa € sil 


ahil suc cina A À sl) gii ag JS à 
.B Aigi qi ill 

À Vo4 GÀ dal bill À giall Asuuill 
BiA à %5 9 À iioa 

293 çà ghaall gli Ca iaki Lil ge anal 
CSA 


At dlasŸ} (Ga JS Jaial is 

t A Àù y gli guj ca Axbôll : A 

t B Ådal lil Ga akili :B 

(lune iaki :D 

LA À y si EU) oag inaa dbill :C 
Lil Lle B dû sl guj Ge Axbll -E 


” 


Aa 
E : La pièce provienne de l'atelier B 
sachant qu'elle est défectueuse. 
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COLLECTION 


Accompagnement au Bac 


Dans les ouvrages de la collection ESSEBIL AU BAC- Mathématiques vous 
trouverez : 


ESSEBIL AU BAC - Mathématiques 


y Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules 

Ÿ Des QCM pour l’entraînement et la maîtrise des notions du programme 

Y Des exercices corrigés variés et progressifs pour tester et approfondir vos 
connaissances 

v Des exercices de synthèse et des problèmes non corrigés pour préparer 
éfficacement l’épreuve du Bac. 

v Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition. 
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